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FRACTIONS CONTINUES ET DIFFÉRENCES RÉCIPROQUES. 


PAR 
N. E. NÓRLUND 


à ÜOPENHAGUR. 


$ 1. Les résultats que je vais exposer dans les pages suivantes sont en 
partie de nature assez différente, mais leur but principal est de contribuer au 
développement de la théorie des fractions continues. L'application qu'on a faite 
de ces algorithmes dans la théorie des nombres est assez connue, mais on s'y 
est borné à étudier leurs propriétés purement formelles sans pénétrer plus pro- 
fondément dans la nature de ces algorithmes intéressants. Ce n'est que depuis 
quelques années qu'on y a réussi grâce aux recherches de STIELTIES. Mais ces 
recherches montrent aussi combien il y a de difficultés à vaincre. Cependant, 
depuis quelque temps on a fait un grand progrés par l'introduction des diffé- 
rences réciproques. Dans un mémoire profond qu'a présenté M. T.-N. THierE! 
à l'Académie royale des Sciences et des Lettres de Danemark et qui est intitulé: 
«Differences réciproques» il a, en effet, fondé une théorie qui sera d'une im- 
portance fondamentale pour les recherches ultérieures sur les fractions continues. 
Dans le chapitre IV j'ai essayé de contribuer au développement de la théorie 
de ces fonctions intéressantes et dans le dernier chapitre je m'en suis servi pour 
développer quelques fonctions partieulieres en fractions continues. Pour étudier 
la convergence de ces fractions continues, j'ai considéré au chapitre II les équa- 
tions aux différences finies auxquelles satisfont les nominateurs et les dénomina- 
teurs de leurs réduites. Un peu de méditation montre que l'examen de la con- 
vergence d'une fraction continue convient à la détermination de la maniere dont 


! Bulletin de l'Académie royale des Sciences et des Lettres de Danemark 1906, pag 
153—111. 
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se comportent les intégrales de ces équations aux différences pour des valeurs 
très grandes de la variable indépendante. Il n'était pas difficile de résoudre ce 
dernier probléme en se rappelant lanalogie étroite qu'il y a entre les équations 
linéaires aux différentielles ordinaires et celles aux différences finies. En étudiant 
cela dans le premier chapitre j'ai été conduit, dans le deuxiéme chapitre, à des 
régles de convergence qui certainement laissent à désirer mais qui sont, cepen- 
dant, si générales que, gráce à elles, on parvient à déterminer la convergence de 
la plupart des fractions continues étudiées jusqu'ici dans l'analyse. Au méme 
chapitre j'ai, de plus, étudié la convergence d'une classe remarquable de frac- 
tions continues auxquelles on est conduit par l'intégration des équations diffé- 


rentielles du deuxiéme ordre. 


CHAPITRE I. 


Etude des intégrales d'une équation linéaire aux différences finies. 


$ 2. Par les recherches de M. Poincaré! on sait que, étant donnée une 
équation différentielle linéaire 


dr y dr 1 y 


da 
"nda" lan 1 b...+P y 


!dz 


P + Pyy=o (1) 


dont les coefficients sont des polynómes, tous du méme degré, on peut toujours 
trouver un systéme fondamental d'intégrales qui se comportent comme 


QUIT iml (OSS, OG on 70) (2) 


si x eroit vers Vinfini avec argument déterminé. Supposons que le coefficient 
de la plus haute puissance de x dans P; soit 4;, on détermine les a; comme des 


racines de l'équation 
Ane? + Ange! +: 4 Ae Ay So. (3) 
Il y a généralement exception, si a; est une racine multiple de (2), mais il arrive 


exceptionellement que À valeurs différentes de u correspondent à la méme valeur 


"American Journal of Mathematies. Vol. 7, 1885, pag. 203—264. 
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de aj, si a est À fois racine de (3). Dans tn mémoire! que M. PorNCARÉ a 
publié plus tard dans ce journal il a. démontré plus généralement que si, dans 
(1) les coefficients sont des polynómes de degré arbitraire, il existe n séries de 
la forme suivante 


e@ ye. A (4) 





qui satisfont formellement à l'équation différentielle. @ est ici un polynôme entier 
du degré p en x. Une telle série s'appelle une série normale d'ordre p. Elle 
est généralement divergente, mais elle représente l'intégrale asymptotiquement, 
ce qui est un des résultats les plus intéressants du beau mémoire de M. Porx- 
CARE. Les coefficients de la plus haute puissance de x dans les polynómes Q se 
déterminent comme les racines d'une certaine équation qu'on peut former des 
coefficients de l'équation différentielle. Il y a généralement exception, si cette 
équation a une racine multiple. Le degré p du polynóme Q se détermine par 
les degrés des coefficients dans (1). On trouvera généralement plusieurs valeurs 
différentes de p. Appelons celles-ci p, p,...p;. Mais pour que les intégrales 
aient la forme susdite i! faut que tous ces nombres soient des entiers. Suppo- 
sons plus généralement que m soit le plus petit multiple commun des denomina- 
teurs dans p, p,... pi; l'intégrale générale aura la forme suivante 


X eQi gti - Wy; (x) ( 


Un 


1 

où Q; est un polynôme entier en x”, tandis que (+) est une série généralement 
; 1 

divergente, procédant suivant des puissances de x ”. Ces résultats s'appliquent 


maintenant mutatis mutandis aux équations linéaires aux différences. (C’est ce 
que nous allons démontrer en procédant d'une maniére semblable à celle que 
M. Porwcan£É a appliquée dans ces deux beaux mémoires susdits. 

$ 3. Soit donnée une équation aux différences 


Py (n) u (n + k) + Pr-ı(n)u(n +k—1) +---+ P,(n)u(n) — o (6) 


nous appelons k l’ordre de l'équation. Remarquons tout d'abord que nous 
n'avons pas ici le but d'étudier l'intégrale la plus générale satisfaisant à cette 
équation et contenant £ fonctions périodiques à module de périodicité 1 mais 
d'ailleurs arbitraires. Nous allons seulement faire voir qu'il existe une intégrale 
satisfaisant à l'équation (6) dans une certaine région du plan et contenant k 


! Poincaré: Acta Mathematica, Vol. 8, pag. 295—344; voir aussi Fasry: Thèses. Paris 1885. 


4 N. E. Nórlund. 


constantes arbitraires. Nous appelons une telle intégrale l’integrale complete 
de (6). Considérons d'abord le cas où les coefficients P;(n) sont des polynómes 
en n tous du méme degré p. Nous verrons alors qu'il existe k intégrales 
U, Us... WU, qui se comportent pour des valeurs réelles trés grandes de n comme 


c; a? m Pin! (RE) (7) 
ou les c; sont des constantes, et entre lesquelles il n'existe pas de relation linéaire 
à coefficients constants. J'appelle v; une intégrale normale de (6). Soit C;, le 
coefficient de la plus haute puissance de n dans P;(n), alors les a; se détermi- 
nent comme les racines de l'équation 


C p d F er zh = iu (Dia zi pee Cop M) (8) 


les 3; sont des constantes qui, elles aussi, se déterminent facilement par les 
coefficients dans (6). J’appelle (8) l'équation caractéristique de (6). Si les de- 
grés de quelques-uns des coefficients sont plus petits que p, cela ne change rien, 


pourvu que C,,-0 et Co,=0. Si, au contraire, quelques-unes des racines de 


(8) deviennent nulles ou infiniment grandes, les intégrales correspondantes se 
comporteront asymptotiquement comme 


c; "i (n) an fit, (9) 


Enfin, si les coefficients de l'équation au differences sont des polynómes de degré 
arbitraire, on pourra, si non généralement pourtant dans des cas étendus, obte- 


nir, par une substitution de la forme 
i (n) = I" (n)v(n) (ro) 


et en choisissant convenablement «, que l'équation en v(n) se reduise à une 


équation de la forme (6) dans laquelle du moins deux coefficients atteignent le 
degré maximal. 
Etudions donc d'abord en détail l'équation (6) en employant la transfor- 
mation de Laplace. 
Transformation de Laplace. 


$ 4. Les coefficients de l'équation (6) pourront toujours prendre la forme 


P, (n) — Coo + Coin + Cos m (m 4 1) 4 Co pn (n - 1)... (m4 p—r) 


P;(n)—Cio-4 Ci(n-- 2) + Ci o(n t 2)(n té 1)4- EC; (mo P) (m 2 1)... (mad - p—1) 


Fraetions continues et différences réciproques. 
car il suffit de poser 
Cio = Pi(— 1) Wy —M" P " i y). 


Je pose maintenant 


u (n) = | emma (11) 
où je vais préciser plus tard la ligne d'intégration. En intégrant par parties 
on aura 

nu (n) — t" v(t) — | t" vy (t) dt. 


VJ 


Il faut maintenant choisir les limites d'intégration de maniére que pour ees va- 
leurs de ¢ le premier terme du second membre de cette équation disparaisse. 
En intégrant par parties on aura encore 

n (n + 1i) u (n) = — tty (t) + | tn t1 (t) dt 


et généralement 


n(n-41i)...(n-4 p—1)u(n) = (— 1)? | Up v (t) dt 
pourvu qu'on choisisse les limites d'intégration de maniére à avoir pour ces va- 
leurs de ¢ 


. De la méme maniére on a 
(n+k)(n+kh+1)...(u+h+ p—1)u(n + k) 2 (— 1)? | pvtkrp- o0 (t) dt 


pourvu que 
pisa d v (t) DO E22 D ‘| 


dt OR RO OU he 


disparaissent aux limites d'intégration. 
En appliquant maintenant la transformation (11) à (6) on trouve que v (/) 
satisfait à l'équation différentielle 


2 D —1 ; 
Pope + Op ()(— pe” v(t) 
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ou 
Qi (1) = Coi + Crib t Crit’. 


$ 5. Cette équation différentielle rentre généralement dans la classe de 
Fuchs; ses intégrales sont réguliéres dans tont le plan. Les points singuliers 


sont outre o et c les racines de l'équation 
Qn (t) = Cop SF C pt DE + Chan =i) (14) 


Ce sont ces quantités que nous avons appelées a, «,... «;. Rangeons les de 
manière que |a;| »|a;|], si 2 «4j. Aux environs du point o il existe alors p inté- 


grales de la forme 


lei (71 (4) 
y(t) étant holomorphe dans le domaine du point o, tandis que 
(Cl fest Oo, En Ur 


sont les racines de l'équation P, (2) = 0; nous supposons celles-ci rangées de ma- 
niere que 
3t (a) = 9t(e,) > R (as) --- > 9t (op) 
en désignant par ‘k(«) la partie réelle de «. Si les différences entre quelques- 
unes de ces racines sont des entiers, des logarithmes entreront dans l'intégrale 
générale. 
Aux environs du point & Vintégrale est représentée par p séries de la forme 


qui sont convergentes pour des valeurs suffisamment grandes de ¢. Les expo- 
sants v; se déterminent comme des racines de l'équation 


at 
Py (n — E) = o. 
tangeons celles-ci de manière que 
30(5,) 2 9 (72) > (94) --- 2 K (yp). 


Considérons maintenant un des autres points singuliers a; que nous supposons 
d'abord étre une racine simple de (14). L'équation déterminante de ce point a 
les racines 0, 1, 2,... p — 2, jjj, ou jj; est un nombre arbitraire que nous suppo- 
sons d'abord non entier. L'intégrale générale de (13) aura alors aux environs 


de a; la forme 


Fractions continues et différences réciproques. 


v (t) = v (t) + (£—a;)?i v (t) 


où w(t) et g(t) sont holomorphes dans le domaine de a;. 

$ 6. Retournons maintenant à Vintégrale (11) où nous allons fixer la ligne 
d'intégration en nous rappelant que les limites d'intégration devront satisfaire 
aux conditions (r2). Nous tragons une ligne droite de o à a;; soit 6; un point 
de celle-ci entre o et a; et assez rapproché de a; pour qu'un cercle décrit du 
point a; comme centre et qui passera par b; ne passe par aucun point singulier 
et ne renferme d'autres points singuliers que a;. Nous intégrerons alors le long 
de la ligne droite de o jusqu'à b;, parcourrons la périphérie du cercle et puis 
la ligne droite de 5; jusqu'à o. Cela posé, les conditions (12) seront satisfaites 
pourvu que R(n + 5)» 0. On aura alors 


u;(n) = | (1 (t— a;)?i q; (t) dt. 


u 


En intégrant de la méme maniére autour de chacun des autres points singuliers 
on aura, en tout, k intégrales de (6); nous verrons plus tard que celles-ci seront, 
en effet, linéairement indépendantes. Ces integrales sont valables partout dans 
un demi-plan à droite de la ligne droite Jt(n) —30(— «;), où — «y est celle des 
racines de P,(»)— o dont la partie réelle est la plus grande. 

8 7. Nous allons maintenant étudier la facon dont se comporte »(n) pour 
des valeurs trés grandes de n. Nous diviserons la ligne d'intégration en 3 par- 
ties: 1) de o jusqu'à 6;, 2) la périphérie du cercle, 3) de 5b; jusqu'à o, et nous 
désignerons les intégrales correspondantes par K,, A, et K,. Considérons celles-ci 


. séparément. Nous posons done 
b; 


1 


K,— je v(t) dt. 


[ 


0 


Soit M le module de la valeur la plus grande que prend t—*»v(/) le long 
de la ligne d'intégration. On aura alors 


BESTE [ipfos]; 
b;| étant plus petit que |a;|, on aur: 
l | | 


lim a d I (n +u+ I) 


n 7 ces E = 


pour toutes les valeurs de «. Nous allons considérer ensuite l'intégrale suivante 


8 N. E. Nörlund. 
1 
T = | (^ (t — x)? qu (t) dt 
1—r 


où (7) >—1, et où r est un nombre positif entre o et 1, tandis que y(t) est 


une fonction développable, aux environs du point 1, en série de la forme 





q (1) = A, + A, (t— 1) + A, (E—1)24+---+ Am (t— x)? + Bn 


qui est convergente pour |t— 1| o où 1707. 
Nous allons maintenant déterminer Ja limite 


En développant en série g(t) on aura 


1 1 


TA, | P zy dt A, | m—2(¢—x) dt 4 
lc m. 
1 L 


EA, | (1 (t— xy *mqt + | t?—!(t—1)?R,, dt. (16) 


1% jr 
Nous determinons un nombre positif M, de sorte que pour tout m 
l 


M 
ey | 
[Am] € m 
On aura done dans l'intervalle 1 >f>1—7 


m +1 I 
| M, : 


: 
LE 


Considérons lintégrale 
1 
P= | in (t— 1)? Rm dt 
1 > 


on trouvera facilement en posant = p +1p 


1 


Mese-npjar<m,()" € 


- 
) . 
IPI<M, (; = 





m +1 " 
S 
0 - 


) 
_ 


YA 
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Puisque r £e, on pourra toujours choisir m assez grand pour que 


(n+ B x 
l'in) [PI 


soit plus petit qu'une quantité positive — arbitrairement donnée pour tous les n. 


Considérons ensuite lintégrale 


On verra facilement que 
1 
el «14d fete r)?*2 |dt. 
D 
On aura done 


zones queis n) ue (Bog TEX) 


RES de 
D (9 - nt qr) 


Rd) Q|«14,1- if 
D (n) a 
si q — o, le second membre de cette inégalité sera égal à | A, I (p! + 1)|: soit, au 
contraire, g » 0, on trouvera toujours une valeur de » assez grande pour que 


« 


T(n+ß+1) i 
| I (n) Al 


Nous avons alors determine n et m de maniére que 


(n+ P41) 
T emis em ern A,T(2 «6 
| mts weil +») 
ou 
: D (n + 6 +1) E 
lim T . ————— — — A,I (B Amie 7 
an I (n) 2 ( x De Vp) 
Il est aisé de voir comment ce qui précède s'applique à l'étude de notre 
intégrale 


uw (n) Jecoeat 


prise le long du contour du cercle qui renferme 4;. Aux environs du point a; 
v(t) est de la forme 

v (t) = v (t) + (t— aii q (t) 
donc 
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IK | In (t — aif q (t) dt — (x —e Ti) | tn (t — afi p(t) at. 


b. 


1 


Soit {—a;z, on trouvera alors 


K, = (1 —e&i)gnt&i | 25 (z — 1)^i q (azz) dz: 


/ 


D'après (17) on aura 


(n+ fi + x) . 

. = ESTEE AR pipe) I" à: 

lim a7" l'(n) K,-—(e-*i8i — e748) (1 + B;) A, (18) 
u=DP + 

où A, est une constante. En se rappelant que w;(n) = K, + K, + K,, on trouvera 

d'après (15) et (18) que. pour des valeurs positives trés grandes de n, u;(n) se 


comporte comme 
I'(n) 
(n+ Bi + x) 





Agate: D (x + Bi) (e774 7i — exi Bi), (18 bis) 

Dans cette démonstration nous avons supposé essentiellement 3t(9;) » — 1 
mais le théorème subsiste méme si 9t(9;) <— 1; pour le voir il suffit dans X, 
d'intégrer par parties. L'étude de X, se ramène done à une intégrale de la 
forme 


| 57-14 — ryt. 9B + p)» —z 


En intégrant de la méme maniére autour de chacun des autres points sin- 
guliers on aura, en tout, k intégrales qui se comporteront asymptotiquement 


comme 
c; a^ n-Pi-—l (a IY (19) 


Ces intégrales sont linéairement indépendantes; car, supposons qu'il y eüt 
une relation de la forme 


Cu, (n) + C, wu, (n) +---+ Crur(n) = 0o 


m : I' (n) ; 
nous diviserons alors cette équation par a’ , ensuite nous ferons 


E (n+ p, +1) 
converger n vers ©. Nous aurons alors C, A, — o d’où C, — 0o. Nous effacons 
I' (n) 


le premier terme de la relation nommée; puis en divisant par a” = 
| ; ! ! * D(n + Ps +1) 
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on aura C, — o. Nous montrerons ainsi que toutes les constantes € seront o, ou 
qu'il ne peut y avoir de relation linéaire. 

$ 8. Au lieu de la ligne d'intégration définie plus haut, on aurait pu se 
servir de la suivante: soit c; un point du petit cercle autour de a;, choisi de 
manière que |c;| »|«;|. De c; nous tracons une ligne droite L s'étandant à Pin- 
fini qui ne passe par aucun point singulier, et nous intégrons de » le long de L 
jusqu'à c;, nous parcourons la périphérie du cercle, ensuite nous retournons le 
long de L à ce. Une intégrale définie de cette manière satisfera à l'équation 
aux différences dans un demi-plan « gauche d'une certaine ligne droite déter- 
minée par J9t(m— $)--0 où £ est celle des racines de P;(»)-— o dont la partie 
réelle est la plus petite (12). En concluant exactement comme plus haut on 
trouvera que, pour de trés grandes valeurs négatives de n, les intégrales de (9) 


se comporteront comme 


/ Ld Hj 
Ay ati 


Les intégrales se comportent done de la méme maniére pour des valeurs 
trés grandes, soit positives, soit négatives, de m. 

$ 9. Nous allons étudier quelques cas d'exception. 

t) Si les differences entre quelques-uns des nombres c; sont des entiers, 
v(t) se représente aux environs de o par des séries de la forme 


t^i (log t)? q (t) 


où y(t) est holomorphe dans le domaine de o. En verra facilement que, par-là, 
rien n'est changé de ce qui précède: |v(£) t7 *»*!| sera toujours fini le long de la 
ligne d'intégration. 

2) Nous avons supposé que a; soit une racine simple de (14); si, au con- 
traire, a; est À fois racine de cette équation, deux cas essentiellement différents 
peuvent se présenter. En général, a; sera un point singulier essentiel pour v (f) 
le développement pour, au moins, quelques-unes des branches de celui-ci conte- 
nant un nombre infini de puissances positives et négatives de /, mais il arrive, 
par exception, que a; est un point singulier à branchement déterminé; car si a‘ 
est À fois racine de Q, (f) — o est 4—7 fois racine de Q, .;(f) — o, l'équation dé- 
terminante du point a; aura les racines 0, 1, 2, ... p —4À— 1, /i1, Pi2,--- fi. 
En ce cas l'intégrale générale aura la forme 


v (t) = v (t) + (£— air) + (£— a;)?52 i2 (t) ++ (E— aio qi (t). 
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Donc 4 intégrales différentes correspondent à la racine a;; ces intégrales se 
comporteront asymptotiquement: comme 
Gi,n aM d (LU Se eA) (20) 
Si entre les nombres j;, il y a un ou plusieurs entiers, ou bien si les 
différences entre quelques-uns de ces nombres sont des entiers, des logarithmes 
entreront encore dans l'intégrale complete. Determinons la valeur asymptotique 
d'une telle intégrale logarithmique. Posons 
vi (£) = (t — a;)i log (t — ai) q; (t) v; (n) = | pb os(byd? 
où v(t) est holomorphe aux environs de a;, et où p; est supposé ne pas être un 


nombre entier, et encore 


1 


T Vasa - 3i log (4 — x) qs(t)dt 9t (9j) > —1 


17?" 


on aura alors, en concluant exactement comme plus haut, que 


lim 7’ - am nee D. A, P(r + Bi)e-"8; GF (x + 8;) — P (n B; + 1)— a0} 
25-90 


ou 
W (x) = Dz log F (x). 
Considérons finalement Vintégrale 


Re | t^ — (t — aj)'ilog (t — a;)p(t)dt 


où la ligne d'intégration est un petit cercle autour de a;, on trouvera 


a; a. 


Ky = (1 i je (£— ai)'i log (t—a;) p(t) dt — 2 wi e? ?i Js (t— a;)i q» (t) dt. 
5; b; 


On verra facilement que, si j; n'est pas un nombre entier, v;(2) se com- 


portera asymptotiquement comme 


Tal 
A, a? m) 


j AD A. nif; .e—mnipjyp No. ; 
ATA EIE P (n+ B; + x) (e e ) P (x + fi). (21) 
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3) Si, au contraire, 9; est un entier, v; (f) peut contenir un logarithme, que 
a; soit une racine simple ou multiple de (14). Si jj; est entier et négatif, le fac- 
teur I(r + g;)(e*'?;— e-^!?2i) dans (21) sera de forme indéfinie. Mais en se 


rappelant que 


on verra que w;(») se comporte, en ce cas, asymptotiquement comme 


n D (n) Up Lg. 2 
Aa: Gee ae (n+ Pi 1) “Ba, 


Si, au contraire, 9; est un nombre entier et positif, ie terme contenant 'P (7) 
disparaîtra, et w;(») se comportera asymptotiquement comme 


I’ (n) 


— A ae : 
odi I(n 4i; + 1) 


(u + Beye 2t Were. 


N 


4) Si p; est un nombre entier, il peut arriver que v;(f) ne contient pourtant 


> 


pas de logarithme; il faut, en ce cas, que j; soit négatif ou plus grand que 


| 
p— 1i. Si g; est négatif, on trouvera par (18 bis) que w;(») se comporte asymp- 
totiquement comme 

I (n) 2t 1 


SACU T me Res) TB i 


Si, enfin, 5; est un entier, plus grand que p— 1, l'intégrale prise autour 
de a; sera identiquement nulle. Mais, en ce cas, nous pourrons remplacer la 
ligne d'intégration dont nous nous sommes servi plus haut, par une ligne de o 
à a;; on voit facilement que, dans ces deux points, les conditions (12) sont satis- 


faites. 4;(m) se comporte alors pour des valeurs trés grandes de n comme 


Il y a exception encore, si quelques-unes des quantités a; sont nulles ou 
infiniment grandes; nous allons étudier ces cas plus tard. On voit facilement, 
comme plus haut, que encore dans les divers cas d'exception les intégrales sont 
linéairement indépendantes. 


14 N. E. Nórlund. 


Représentation des intégrales par des séries de faetorielles normales. 


$ 10. Dans la détermination de la valeur de w(») pour des valeurs très 
grandes de » nous n'avons considéré, jusqu'ici, que le premier terme, mais on 
peut obtenir une approximation plus grande en développant en séries de facto- 


rielles les intégrales étudiées plus haut. Considerons l'intégrale 


Uw; (n) = | in — (a; tig (t) dr. (26) 


lei q;(t) se représente par une série de puissances de la forme 
Hl Bit B (o; — 0) A Die, 1? E (a en (27) 


qui est convergente dans un cercle dont a; est le centre et qui passe par le point 
singulier le plus rapproché de a;. Supposons que, exceptionellement, o ne soit 
pas un point singulier de v(t), et qu'il se trouve dans ce cercle. En remplacant 
dans (26) y(t) par l'expression (27) et en intégrant, on aura 


VR , U(n)r(x- Bi) | SE di 
- (4 = — e2 tf; pot jj i E 2 i Lys 
uj(n) = (1 —e jar Tin EU T) | Po + Bia "ERES + 
MES (gi + x)(B; + 2) l 
+ B, ai en) + | (28) 


Soit g, le (v + 1)*"* terme de (28). 

Nous appelons cette série une série de factorielles normale. En excluant 
les points —9;— 1, — ii —2, — Ji — 3,... par des aires aussi petites qu'on vou- 
dra on voit que cette série converge uniformement dans toute portion finie du 
plan. 

Si, au contraire, o est un point singulier, qui est plus rapproché de «; 
qu'aucun des autres points singuliers, (28) converge si N(n + «,)>o ou @ est le 
nombre défini dans $ 6; c'est ce qui résulte d'un théoréme de M. PrNCHERLE! 
sur la convergence des séries de factorielles. Mais si nous laissons tomber ces 
hypothéses spéciales nous voyons qu'en général les séries de factorielles nor- 
males divergeront malheureusement; nous verrons cependant que, en ce cas, elles 


représentent l'intégrale asymptotiquement. 


! Rendiconti della reale Accademia dei Lincei. Febbraio 1902. 
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Posons 
RH , P (x + 90r (n) { ai + x 
S,(n) = — eai; N+ 3; U B | D ; i | 
Tr e ) a! P(t + Bi +n) | > ai, CEE 
} B, a’ Bi E 1) (f; 2) (Bi 1 49 | 
* (n + B; + x) (m + B; + 2) (n+ Pi + v)| 


Je dis maintenant que 


À Ie + Di + v + , 
lim a=” in es DR. S,(n)y = o. (29) 


217 o 

Tracons un cercle dont a; est le centre, et dont le rayon est assez petit 

pour que tous les autres points singuliers de v(t) soient situés en dehors du 
cercle. La série 


TO) | i — (a; — t)'i dt + D, | Ta; —t}itidt + 


+ Bm | 7 (a;—iitmdé + | in (a; — ti Ry dt 
sera alors uniformément convergente si on étend l'intégration le long de ce 


cercle. En posant encore 


jp | (1 — (a; — t)i Ry dt C= Be [qnoi (a; — t) i ** dt 


on trouvera, d'aprés $ 7, toujours un nombre N tel que, pour toutes les valeurs 


de m plus grandes que N on a 


ar” 
^p 








Plus, Q se représente asymptotiquement par g,, c'est-à-dire qu'on pourra 
toujours déterminer un nombre N, de sorte que, pour toutes les valeurs de n 


plus grandes que N, on aura 








Dt y - I) » E 
5 UN Sr es 





16 N. E. Nörlund. 


Equations de rang supérieur. 


$ 11. Considérons maintenant une équation aux différences finies de la 
forme (6) où les coefficients sont des polynômes de degrés arbitraires. Au moyen 
de la substitution w(n) = I"i(n)wi)(n) on peut toujours réduire une telle équa- 
tion à une équation dont deux coefficients, au moins, soient du méme degré, 
tandis qu'aucun des autres ne seront de degré supérieur. On trouvera générale- 
ment plusieurs valeurs différentes de ı;. Pour déterminer celles-ci, nous appe- 
lons les degrés des coefficients de 


Py (n) u (n + k) + Py i(n)u(n + k—1) 4-4 P,(n)u(n) =o (6) 
respectivement 7, Wk—1,...7 r,. En posant u(n) = I"(»)u'?(») nous aurons 
l'équation 
Py (n) u") (n. + k) + ARE uU (n, + b — x) + 

_o(n ‚) (1) TANTA N at Pon) (u) (4 Ln » 
+ ne ae (n+k—2) 4 E = ee (m) ro (Sp) 


Les degrés des coefficients sont ici respectivement 
Jk, ki 1, Ara — 245... Ttg — ku. 


Posons 1; _ı 5; —;— iu; nous déterminerons « tel que deux de ces quan- 
tités, au moins, soient égales, tandis qu'aucune des autres ne soit plus grande 
que celles-ci. Nous formerons alors les nombres 


Wk—]— Wk o R—2-— Wk DR TER To TU 
I ‘ 2 ; i : k 
Er Uk—a — Ak : an : 
Soit z =u, le plus grand de ceux-ci, ou, s'il y en a plusieurs de 
a 


la méme grandeur, le dernier des plus grands. En posant alors u — u, on aura 
ay = ga et aD ar; u—= u, sera alors la premiere solution de notre pro- 
bléme. J’appelle u, + 1 le rang de l'équation aux différences finies. L’equation 
caractéristique de (30) aura alors « racines qui seront différentes de zero: 
(,1, 41,9, - +» Aya: 


Nous formerons ensuite les nombres 


TJtk—a—17- 7t k—a Uk—a—i ka Wo — ?t'k—a 
I 2 k— « y 
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. Ip — x Y . 
Soit = u,<u, le plus grand ou le dernier des plus grands. 
PEU 


Pour -— on aura mp0 1717 p eU wep > i-i. 


u =u, est done encore une solution de notre probléme et à laquelle corres- 


pondent les j— « racines d»;,0»»,... do, 3-4. Ensuite nous formons les nombres 
JWk—g—1-—?tk—ü Uk —8—i TUk— Hg Uk — g 
I 1 k-—B 


et nous continuons de cette maniére jusqu'à ce que nous trouvons une série 
dans laquelle le dernier nombre soit entre les plus grands. Ainsi nous aurons 


les 4 valeurs suivantes de u 
IUS > Ms tz du. 


Le nombre total de valeurs correspondantes de «a; est 


e)—k 





a+ (B—a) + (y—f) ++: (E 


c'est-à-dire précisément égal à l'ordre de l'équation. ll est vrai que, si quelques- 
unes des nombres ı; ne sont pas des entiers, les coefficients de l'équation aux 
differences en w"i)(n) correspondantes ne seront pas des polynómes. En ce cas. 
il est nécessaire d'employer des artifices particuliers: c'est ce que nous montre- 
rons plus tard par des exemples particuliers; mais, dans ce qui suit, nous sup- 
posons que tous les nombres u; soient des entiers. Si, en outre, aucune des 
quantités a;; n'est une racine multiple, l'équation (9) aura toujours k intégra- 
les normales de la forme ; 
I (n) 


TB) Ped” a) (82) 


I" (n)a 


où les séries q;;(n) sont généralement divergentes. Comment former maintenant 
ces intégrales? Considérons la transformée de Laplace de (30) en posant 


u (n) — | puce. 


Si «= uj, celle-ci aura, outre o et », les points singuliers 
Qj1, 4,2, Qj3-.. . Qj v. 
Aux environs de a; ; l'intégrale générale aura la forme 
v (£) — v (t) + (£— a5). i qo (t) 


où W(t) et w(t) sont holomorphes aux environs de «j;. Si nu —u;, toutes les 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 13 janvier 1910. 3 
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intégrales de la transformée de Laplace de (50) seront réguliéres aux environs 


de o, c'est-à-dire de la forme 


Dr (log tj? q (t) 


ou g(t) est holomorphe aux environs de /— o. En ce cas, nous pourrons nous 
servir de la méme ligne d'intégration que dans $ 6: Un lacet s'étendant de o et 
enveloppant un point singulier. Si, au contraire, u — i; (où j « 4), P, (n) ne sera 
pas parmi les coefficients du plus haut degré; o sera alors un point singulier 
irrégulier pour v (f). Ceci correspond à ce qu'on avait dans (13): o = Qs, = 
=C1,p 


par des séries normales de la forme: 


= Copy —:.. En ce cas, on pourra représenter v(t) aux environs de o 


p % 
vA) (t) = iN ej i0 yy, ; (t) (32) 
1 


ou q;;(l) est de la forme d'une intégrale régulière, tandis que 


í C; (;;—1 (m 
Dj.) zu deca NC 
2; s'appelle l'ordre de la série normale —. Quant au point infiniment éloigné 


vo (t) se comportera, aux environs de celui-ci, comme une intégrale régulière: 
vd (t)(j»r) au contraire, se comportera comme une intégrale normale, c'est-à- 


dire sera de la forme (52), seulement ici 
D; i(t) E fi; t + Bau Wim! cte + j, t. 


Nous pourrons maintenant préciser la ligne d'intégration de w) (1). Appelons 
les arguments des quantités «;,, «3, ... o» respectivement (0,60,...0,. Nous 
tracons un cercle autour de zéro avec un rayon assez petit pour que tous les 
autres points singuliers pour vU (f) se trouvent en dehors du cercle. Nous tra- 
cons, de zéro, une ligne Z, qui coupe le cercle en # formant l'angle y avec 
l'axe des nombres réels positifs, et nous déterminons y de manière que toutes 
les quantités 

eos (0, — 9 À,), cos (0; — 9 A), ... eos Op — A), (33) 
soient négatives. Ceci n'est pas toujours possible, mais supposons d'abord que 
nous ayons trouvé une valeur de y qui satisfasse à ces conditions. Nous tracons 
alors autour d'un des points singuliers aj, un cercle dont le rayon sera assez 
petit pour que le cerele ne contienne pas d'autres points singuliers. Soit b;, 
un point de ce cercle choisi de manière que |5;,|«]|a;,|. Nous tracerons 


alors une ligne L, de E à b;, ne passant par aucun point singulier, et nous 
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intégrerons de o le long de L, et L, autour de aj, et retournerons à o le long 
de L, et L,. Une telle ligne d'intégration satisfera aux conditions (12) dans tout 
le plan complexe de n. De la méme facon on peut intégrer autour de chaeun 
des autres points singuliers; de cette manière on forme l'intégrale complete. 
On verra facilement que ces intégrales se comporteront asymptotiquement comme 
indiqué plus haut. 

Si l'on déforme la ligne d'intégration, on aura une nouvelle intégrale parti- 
euliere en franchissant un point singulier. Or comme il est possible de faire la 
déformation de maniere que la valeur asymptotique ne change pas, on verra 


que la méme série normale représentera asymptotiquement des intégrales par- 





tieulieres différentes. D'autre part nous pourrons toujours choisir notre systeme 
fondamental d'intégrales de maniére que chaque élément en est représenté 
asymptotiquement par sa série normale. 

Il arrive qu'il n'est pas possible de déterminer aucune valeur de 4 satis- 
faisante aux conditions (33); en ce cas, il faut prendre, au lieu de v2 (f) qui est 
l'intégrale complète de la transformée de Laplace, une intégrale particulière con- 
venablement choisie, de sorte que les conditions en soient satisfaites: ou on pourra 
se servir d'une ligne d'intégration s'étendant de l'infini et enveloppant un point 
singulier. Soient s, &,..., les arguments des quantités 34, 27... ?;,, il faudra 
alors que largument y par lequel on s'approche de l'infini soit déterminé de 


maniére que les quantités 
eos (e, + p Aj), cos (& + D), ... COS (Ep + p Ap) 


solent toutes négatives. 


Coefticients différentiels d'ordre infini. 


8 I2. Au lieu de se servir de la transformation 


u (n) | tv y(t) dé 


on aurait pu poser 


u (n) = | [otc bon Dy: (34) 


En intégrant par parties on aurait alors 


(m +i)(n +i—1)...(n t $—J t x)u(m- 2) | er y= 


20 N. I. Nórlund. 
supposé que les limites d'intégration aient été choisies de maniere que 


di v, (t) 21100122 UD UT 


i-n^n—itj 4 
dt? ION ly, 230 mille 


(35) 


disparaisse pour ces valeurs de {. Supposons que les coefficients de notre équa- 
tion aux différences 


P, (n) u (n + k) + Py (n) u(n +k—ı) +:::+ P,(n)u(n)=o (6) ' 


> 


soient ici de la forme 


P;n) = Cio + cii(n + 3) + cio(m + à) (n + 2) (m + i— 1) + --- 


+ Ci p (19 FR) (NET ER) EN EET) 
où les c; „ se déterminent par la formule 
yleoj,— A” P;(—3). 


Remarquons surtout que €» C;p(5-1, 2,... k). Pour v, (f) on trouvera main- 
tenant par la transformation (34) l'équation différentielle 


d? », (t) 


( ; d v, (t) 
dt? 


Yp (t) t? Ft gt) An 


ae qo) v, (f) — o (36) 
ou 


qi(t) = €x, i + Rt + --- 0o ilo. 


Cette équation est de la méme forme que (r3). Les points singuliers sont, outre 
I 


, : . I: I , 
o et c, les racines de q, (f) — o; mais celles-ci sont — —;--- =e Aux environs de 
Gh Gh ay, 


o v,(t) se représente par p séries de la forme 
(A, + A,t+ AP +...) 


où les exposants 7; se déterminent comme les racines de l'équation P; (vy —k) = o: 


pour des valeurs trés grandes de ¢, au contraire, par p séries de la forme 


A, 


Dee ts 


où les exposants «; se déterminent comme les racines de l'équation P,(— «) — o. 
Les quantités c; et 7; sont les mêmes que plus haut ($ 6), et nous les supposons 
rangées de la méme maniére. En suivant Ja ligne d'intégration, définie au $ 8, 
on trouvera une intégrale satisfaisant aux conditions (35), si 9t(n) » 9t(— «5). En 


se servant, au contraire, de la ligne d'intégration définie au $ 6, l'intégrale sa- 
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tisfera à l'équation aux differences pourvu que Ji (n) < Jt (7; — k). En concluant 
exactement comme plus haut on verra maintenant que l'une et l'autre des deux 


intégrales se comportent asymptotiquement comme 
COM pie (Te e282) elt: By) (37) 


Appliquons maintenant cette transformation à la solution du probléme suivant: 


Soit y l'intégrale complete de l'équation différentielle 


d i d*—lg | 
Po) | a ai Pk (3 pil "ues P, (x) y o (38) 
en posant 
TEES 
ZU ES Ue it (n) 


nous allons étudier la manière dont se comporte w(n) pour des valeurs très 
grandes de n. Nous supposons que les points singuliers de l'équation différen- 
tielle soient en nombre fini, et qu'ils soient tous réguliers. Les coefficients seront 
alors des polynómes en x dont le degré diminue avec l'indice. Si P;(x)est du 
pme degré, P; ;(r) sera au plus du (p — i)?"* degré en x. Outre © nous aurons 
alors p points singuliers; appelons les a,, a,...a,. Aux environs du point a; 
y sera de la forme 


jd (t — aiy*3 qu; (1) (39) 


où qj;;([) est holomorphe dans le domaine de a;. Nous différentierons main- 
tenant (38) n fois et poserons y"? — »!w(n). On aura alors une équation aux 
différences d'ordre p en u(n), car p sera nécessairement plus grand que k, « 
n'étant pas sans cela un point singulier régulier. On aura done 


Qi w(n +k) + Quy u(n + b— 1) + + Qi y u(n + k— p) —o (40) 
où 
Qi = (n + k) (m + k— 1)... (n +1) Pu (x) 
Pe-h (x (p—k+1) (y (2) (4. 
Ok» = 0 ee EN in if er) 


(P—k)! (p— k + 1)! p! 


Ce qu'il y a de plus important maintenant, c'est de déterminer les racines de 
l'équation caractéristique de (40). Ici, cette équation est 


P^, (x) 


u (2) (>. 
Diese — ee! 46 OP iy ema SLC 


2! p! zP P, (x 4 AE OÖ, (41) 
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d, — 410; T y — x 


Formons maintenant la transformee de Laplace de (40) en posant 


un) | potiore 


On verra facilement qu'elle est 


d*—1 y, 
dik—1 


N 
Py (x + je = OPE qe rs (4) 


dt” At Ps (x + t) Ui —\() 


y étant, aux environs de a;, de la forme (39), on verra en étendant l'intégration 
de x ou de o autour de chacun des points singuliers que pour des valeurs trés 
I d" à 


grandes de n, w(n)--. : 
e In py diat 


se com portera comme 
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iy jw Ci; Ps I J AU TP (Gp er). (4 
C;; sont des constantes dont, cependant, k seules sont indépendantes. Cette 
expression nous sera trés utile plus tard. Nous avons supposé ici que tous les 
points singuliers soient réguliers, mais quand méme » serait un point singulier 
irregulier, on trouverait la méme valeur asymptotique que plus haut, pourvu 
que y soit l'intégrale générale de (38); mais nous allons démontrer qu'il y aura 
alors certaines intégrales particuliéres qui se comporteront d'une autre maniére. 
Nous supposons done que les coefficients de (33) soient des polynómes de degrés 
arbitraires, mais tels que tous les points singuliers situés dans la partie finie du 
plan soient réguliers. Designons par ;r; le degré de P;(x), et soit » le plus grand 
des nombres 


JE EN etr dc EA to —k 


l'équation aux différences en w(n) sera alors d'ordre v. Les premiers ;r; + 1 
coefficients Q,...Q;. ,, de celle-ci serons tous du méme degré k, tandis que 
ceux qui suivent seront d'un degré inférieur. Nous formerons alors l'équation 
qui jouera le méme rôle que (41r); celle-là aura »-— p racines nulles et, en outre, 
les mémes racines que (41). A ces derniéres racines correspond une intégrale 
u(n) se comportant asymptotiquement comme il est indiqué par l'expression (42). 
Pour déterminer les intégrales correspondant aux racines nulles, il faudra faire 


une substitution de la forme 
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w (n) =I" (n) wu (n). 


Ainsi que nous l'avons déjà montré (v. $ 11), w^? (n) sera alors une intégrale 
partieuliére dont l'expression asymptotique est de la méme forme que (42). On 
trouvera généralement plusieurs valeurs différentes de u; celles-ci se déterminent 
facilement par les nombres ;í, et on verra qu'elles seront toutes négatives et 
plus petites que 1. La valeur asymptotique de ces intégrales partienlieres seront 
done d'un ordre beaucoup moins élevé que celles étudiées plus haut; on verra 
par-la que (42) est, en effet, l'expression asymptotique de l'intégrale générale, 


quand méme - serait un point singulier irrégulier. 


CHAPITRE II. 


Intégration des équations différentielles et des équations aux différences finies 
par des fractions continues. 


Equations différentielles. 
$ 13. LacGRANGE' a déjà traité ce probléme en développant en fraction 
continue quelques transcendantes élémentaires (ef, tga, are tgx,...) en partant 
de certaines équations différentielles de premier ordre. Le procédé est assez 
simple. Pour développer en fraction continue une intégrale particuliére y, La- 


GRANGE pose 


où 5, est une premiere approximation de y, (p. ex. le premier terme de la série 
de puissances de y,). Nous aurons alors une équation différentielle en y, et po- 


serons de méme 


c 
ES 
Yı c 
T0853 
LT c (1) 
=] 
Bun 
DET 
! LacnaxGE: Sur l'usage des fractions continues dans le caleul intégral. Mémoires de 


l'Acad. de Berlin 1776. 
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Le succès de la méthode dépend d'un choix heureux des £;, 


mais il faut surtout 


transformer l'équation différentielle à quelque forme invariable pour ne pas étre 


arrêté, dès les premiers pas, par l'embarras des calculs. Considérons, par exemple, 


l'équation de Riccar 
da 5 
xv Ye y + by?— cr =o 


où a, b et c sont des constantes. En posant 


on aura l'équation transformée 


R dy, 
"dx 


(a + n)y, + cyi — ba" =o. 


Kn appliquant ici la substitution 


Y= : 
c Yo 
on aura l'équation transformée 
d, A 
x 2 — (a + 2n)y, + byi— ca" —o. 
qx s dos 


— 
19 


Mais cette équation est de la même forme que (2); on aura donc pour y la frac- 


tion continue 





2 
où le reste est déterminé par l'équation différentielle 
dy». é 
re (a + arn) yoy + bys, — ci — o. 
dx à : 


On aurait aussi pu poser en (2) 
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L'équation transformée serait alors 


— (n — a)y, + cy; — ba" — o. 


c 2n—a E 
ana. mw 
c 4" —G | 
b al 


Il est facile, du reste, de trouver la valeur de ces deux fractions continues en 


se rappelant la fraction continue de BESSEL bien connue 


x 
JEU (x) 2 


J" (x) x? 
E Ne er 
a2. — = 
iD e 


où J'(x) est la fonction bessélienne; on verra, par comparaison, que la valeur 


de (3) est 


m J ty 
; 2 
Y= 3b” JE) 
ou 
a 2 —— 
= g-——Vy--b:ez^. 
n n 


Pour la valeur de (4) on trouve, au contraire, 


OSA 
DMG TT (2) 

Les fractions continues (3) et (4) donnent done, si » n’est pas un entier, deux 
intégrales de (12) indépendantes l'une de l'autre. 

Il arrive que les fractions continues auxquelles on est conduit ainsi, sont 
finies; mais, en général, elles ne le seront pas. Il faut alors examiner la con- 
vergence; en appliquant les règles connues de SrrELTJES, M. PRINGSHEIM, etc. 
cela est possible quelquefois, mais on n'a aucun moyen de se rendre compte de 
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la convergence ou de la divergence avant la formation de la fraction continue. 
Aussi nous allons exposer une autre méthode qui ne souffre pas de cet incon- 


vénient. 


8 14. Pour former une fraction continue dont les réduites sont des fonctions 
données, on peut se servir d'un théorème énoncé par M. THIELE dans un mé- 
moire sur les fractions continues finies.! Soient r,. x,, v,... une série de quan- 
tités arbitraires que nous supposons être des réduites d'une fraction continue. 
En étudiant maintenant le rapport anharmonique entre 4 réduites a; aj 27, a, 


M. THrELE démontre l'équation suivante 





Xa — Lo 
m x ty — 2 
22 24 
— : = = 
" T (2, — 24) (y — 24) 
e S 
Kan er 
a (p—3 — Xn —2) (&n-=ı = Xn) 
py —2— Xp 
— ij 
D, — X, 
à a. 
= : 5) 
v3 — ts (5 





: (5 —8— Xn —2) (Xn —1— t5 ) 
(Lon 9 —= np —1 ) (€ — 23T 2») j 


Soient maintenant y, et y, deux solutions indépendantes d'une équation diffé- 


rentielle linéaire de second ordre 


d'y, p dy | 
da? E » Q.uy 0. (6) 


Pour intégrer cette équation au moyen de fractions continues je pose 


E um 
tn +1 yr 
on trouvera alors que le rapport anharmonique entre 4 réduites consécutives est 


= = 2 2 
Un Ln+1 , Ln+2 — Un+3 > y » yr > y 1) yq yg» yg?» ie uot» CAES ) 





- = — m - . - - = = 
Qu nt Zaql—- Lars y 1) yet — (0 D yten y(Q yer — yt gout» 


! Den endelige Kjædebrôkfunktions Teori: Tidskrift for Mathematik, Ser. 2, vol. 6, 1870. 
K6benhayn. 
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Les dérivées successives de (6) sont maintenant 


y" + P,y +Qy =0 
y" N D y" + Q, y SO 


yet | p gt» SE On yor 0 


où les coefficients se déterminent par les relations de récurrence 


I 
Om P LEE P 05 


I 
Pa > D 3E a Quai > On a = 0. 


De (7) on dérive encore les relations 


CR Re) — yl yrs = 


WE u Only ye my) 


Pour le rapport anharmonique on trouve alors 


Un =. Cnt Un+2 — Ln+3 = Qn 
X — Xn42 Un4+1— Tn+3 PSP, 





En substituant dans (5) cette expression on aura l'identité 


Wye yy) ^ Q, 
USE way 


Qn =a! 


PES j 


— (> 


(7) 
(8) 
O0 
(9) 
(10) 


Mais on pourra encore trouver une autre fraction continue toute analogue: En 


désignant par y” la nième intégrale on peut, après avoir trouvé la loi générale 


des coefficients de (7), former les équations suivantes 


y cp P + Q-1y—) = 0 
y + Po y? + Q-sy-9? =o 





40-2 4 ue yu-m ES Qr t ced) =i 


En posant dans (5) 
ene UR o 
*n-F2 — y n) 


on aura 


(II) 
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Yı US 71) m Yo yt n) KU I 
I = I = 
Vie IE RE 


| * to Oi 


p n | 
Les équations (10) et (12) sont simplement des identités, mais il est naturel de 
faire croître n vers l'infini dans ces fractions continues. L'examen de la con- 
vergence dépendra alors de la manière dont 5? se comporte pour des valeurs 


trés grandes de n. On voit que si 





où c est une constante, (ro) tendra vers 


I I 
Uy cy 2 
Ue UE 


c'est-à-dire vers la dérivée logarithmique d'une intégrale particuliere de (6); mais 
nous allons voir que cette constante n'a pas la méme valeur dans tout le plan. 
La fraction continue tendra. done vers des fonctions analytiques différentes dans 
des parties différentes du plan. Pour étudier de plus près cette particularité 
nous supposons que les coefficients de (6) soient des fonctions rationnelles de x. 
Soient les points singuliers de l'équation différentielle a, a, ... a, et o»; ce der- 
nier point peut étre un point singulier, soit régulier soit irrégulier, mais nous 
supposons que tous les autres points singuliers soient réguliers. Aux environs 
de a; on pourra toujours déterminer 2 intégrales linéairement indépendantes y;,; 


et yi» de la forme 
yii—(z—a^gui(x) — yis (x0) 5? qi 2 (2) (3) 


fi,ı(x) et qio(x) étant holomorphes dans le voisinage du point ai. Nous allons 
maintenant étudier la convergence de (ro) et de (12) aux environs d'un point 
arbitraire x du plan. Soit a; le point singulier le plus rapproché de x, a; le 
point singulier le plus éloigné de x (c non compris), on aura alors d’après (Chap. 


(n) (n) 
1j: y. 
mue x Jil 2 
I (42)) que, pour des valeurs positives tres grandes de n, E et zi se compor- 
n! n! 
tent respectivement comme 
—Bji—lp 21; 
C;i(a;—z)-^n '91  r(r--fBii)(r—e^' $1) 
5 —H249—— lr: 2zif; 9 
et comme C; »(a;—x)-"*n '*? "D(r-4is)(r—e #2) (14) 
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tous les autres termes étant d'ordre inférieur. Done 


(1) 

D 3 

: Va,1 T ^. Ci, 
lim E y 08,1 Fi, 2 : 
n=+ v Mis Ci,2 


où nous avons posé 





Cr = Cr Lies D 1) (1 ez xi Jj, k). 


On voit de méme que pour des valeurs négatives trés grandes de » 


l m) ) N 6511 
lim ' == mi 052 — 
n=— o6 Ya Cj,2 


Les intégrales yj;ı et yj» sont ici des fonctions linéaires de y;; et de yi» 


dont les coefficients se déterminent de la connaissance du groupe de l'équation; 
! 


I 
Y it Mio 
(ro) tendra alors vers Yi! ou vers 97 





, selon que 93i(g;1)»9t(9,2), ou que 


i 


Yi,ı yi? 
3t(85,1) € (gi). Si 9(9;51) = RP, 2), sans que Pi: = fiv, la fraction continue 
> c jl yj,» \— 
divergera. (12) tend au contraire vers ri Ou vers Yi , selon que %k(3;, 2) = 
Y G1 y jo 
^ JJ 


3t(9j, 1)., (xo) et (12) conduisent done généralement à deux intégrales de (6) liméaire- 
ment indépendantes lune de l’autre; nous pouvons donc intégrer complètement l'équa- 
tion différentielle aw moyen de fractions continues. Ktudions encore quelque cas 
d'exception: 

I) Si pi, est o ou un nombre entier positif, le terme contenant (a; — x)” 


ri} 


5 B 5 : I R . > 
disparait dans la valeur asymptotique ‘de — y? à cause du facteur 1 — € 
É nie 


I 
Vi. 
3i, 1 


2) Si Jii — pis est o ou un nombre entier positif, y;» sera de la forme 


En ce cas (ro) tendra toujours vers 


yis = (x — ai» (I (x) + v (x) log (x—a;) | 


tandis que y;; ne sera pas logarithmique. En se rappelant (Chap. I (21)) on 


: : I 
trouvera facilement que la valeur asymptotique de | y\") sera 
PC 


I Te emo tr DUE : 
| = | ni Tip n + Bio + r)(r— 2%, 2) F(x + pi») 
a; —% 
on voit done que (ro) tendra toujours vers l'intégrale non-logarithmique, c'est-à- 


I 
Va 


Yi,ı 


dire 
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$ 15. En considérant, au contraire, un point x pour lequel a; est le point 
singulier le plus rapproché, la fraction continue convergera généralement aussi pour 
cette valeur de x, mais vers une autre fonction qui nest pas la continuation analyti- 
que de la première Donc, la valeur de la fraction continue saute sur certaines 
lignes que nous appelons les lignes critiques de la fraction continue et dont la posi- 
Hon se détermine par les points singuliers de léquation différentielle. 

Etudions de plus prés quelques uns des cas les plus simples: 

1) S'il n'y a qu'un seul point singulier situé dans le fini, ou s'il n'y en a 


pas du tout, la fraction continue tend partout vers la méme fonction. 


D 


bo 


Fig. d. Fig. Fig. 3. 

2) S'il y a deux points singuliers a, et a, dans la partie finie du plan, nous 
tracons une ligne droite BA (fig. 1) perpendiculaire au milieu de la ligne a,a,. 
Les fractions continues eonvergent alors généralement dans chacun des demi- 
plans limités par la droite BA, mais dans le demi-plan où a; est situé (ro), par 

! I 
yi ; : Y 2,1 
7^! dans l’autre, au contraire, vers 1. 
Yı.ı Ya,ı 
droite elle-méme la fraction continue peut tendre vers l'une ou l'autre de ces 


exemple, tendra vers Sur la ligne 


fonctions, ou elle peut diverger. 

3) S'il. y a trois points singuliers a,, a,, a, (fig. 2), nous tracons des lignes 
perpendiculaires au milieu des côtés du triangle a,a,a,. Que celles-ci se coupent 
en O. Ces lignes divisent le plan en 3 parties COA, AOB et BOC chacune 
s'étendant à l'infini; dans chacune de celles-ci la fraction continue tend vers une 
fonction analytique déterminée. 

4) On voit de méme que, s'il y a 4 points singuliers a,a,a,a, (fig. 3), le 
plan est divisé en 4 domaines de convergence AO, B, BO,O,C, CO, D et DO, 0,4 
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par des droites perpendiculaires au milieu des cótés et des diagonales du qua- 
drilatére. 

Et généralement si l'équation différentielle a un nombre fini de points sin- 
guliers tous réguliers, nous pouvons Vintégrer complètement dans tout le plan 
par deux fractions continues (ro) et (12). Celles-ci ne divergeront que exception- 
nellement: lorsque 93t(9;1)— W(9g;») sans que j?;;— Pia mais elles conduiront à 
des intégrales particuliéres différentes dans des parties différentes du plan, les 
fractions continues ayant certaines lignes critiques sur lesquelles sautent leurs 
valeurs. La position de ces lignes se détermine par les points singuliers. Sur 
les lignes critiques les fractions continues peuvent tendre vers une des fonctions 
qu'elles représentent dans les parties contigués du plan, mais elles peuvent aussi 
diverger. Dans les points singuliers de l'équation différentielle, au contraire, les 
fractions continues convergent. 

Tl arrive que les fonctions représentées par les fractions continues, chacune 
de son cóté d'une des lignes droites, coincident, ainsi il arrive, par exception, 
que la fraction continue tend vers la méme fonction dans tout le plan. Mais 
il arrive aussi, par exception, qu'elle diverge dans tout le plan: Si pour tous les 
points singuliers 90(;1) — 90(9;») sans que 34,1 — Pie. 

Nous allons mentionner encore un cas d'exception. Au $ r2 nous avons vu 
que, si © est un point singulier irrégulier, il y a certaines intégrales particuliéres 


qui se comportent asymptotiquement comme 


I" (n) e" n? 


: : ey Tu 
où o>u>—ı tandis que « est une constante indépendante de x. Si —y'” est une 
2 n! 


I 


Yı 


telle intégrale, on verra que, dans ce cas, (10) tendra vers ^ dans tout le plan. 


JI 


$ 16. Un systéme d'équations différentielles de la forme 


dy , d M 
da | P, dx UW ee 

(15) 
dz 


p Su tr Is YO 


peut se traiter de la méme facon, supposé que les coefficients soient des fonc- 
tions rationnelles de x. En différentiant (15) » fois on en dérivera facilement 
les équations 
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der! y N d^" 2 Y d y 
danti "dant "dan" 

(16) 
dz ng d" z 1 d'y 


5 dani! "qan "dan 


Soient 2 ,€ et Yo, Ho deux solutions pa rticuliéres indépendantes du systéme 
J1 1 J? 2 à 
proposé. Je pose alors 


my 


yt 29 n+1 


T2 n+2 


Au moyen de (16) on pourra maintenant exprimer par les coefficients 


Puy Qn... le rapport anharmonique entre 4 réduites consécutives: un calcul facile 
4 . 


donnera en substituant dans (5) la fraction continue 


ar (17) 


La réduite qu'on trouve en interrompant la fraction continue par le déno- 


minateur partiel 7, , est 
yi 20 — yo zi? 


» ~(n) 9 e) 
2125 XA 


tandis que la.réduite suivante est 


y ye — y y? 
a yo — zm 


Au moyen de (15) on dérive encore de (17) la fraction continue 
Qu 


T,— Q, (7 bis) 


oü les réduites paires et impaires sont respectivement 





(hee di Al 
m) == 220) e 199 x2 yo» 





1 


y, 2) — you) yy — yy 
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Pour étudier la convergence de ces fractions continues on n'aura qu'à for- 
mer de (15) les équations différentielles de 2!*"* ordre que satisfont y et z et à 
y déterminer les points singuliers ains! que les racines des équations détermi- 


nantes correspondantes. On verra que, si 


EU) coo 
on = lim = =¢ 
2”) yy” ) 
Yi — Cy z', — cz 
(rz) tendra vers =—"* et (17 bis) vers — ^: en combinant ceux-ci on dé- 
g, — Ce Yı Cy» 
: t M a de Un m) 
termine facilement une solution particulière de (15). Si, au contraire, ^5; et 5 ai 
2 y 


tendent vers deux limites différentes les fractions continues oscilleront, cependant 
elles n’en gardent pas moins le sens, car, en ce cas, elles nous conduiront même 


au système complet d'intégrales. 


Equations aux différences finies. 
$ 17. Considérons l'équation linéaire homogene de 2*"* ordre 
U (n + 2) + P(n)U (n + x) + Q(n)U (n) = o. (18) 


Pour intégrer celle-ci par des fractions continues je pose dans (5) 


“ou U,(n) et U,(n) désignent deux intégrales linéairement indépendantes de (18). 


On trouve alors l'identité 





U,(r + 3) U(r + n) — U,(r + 1) U,(r + n) 
+ 


U,(r) U,(r4- n) — U,(r) U,(r- n) 
. Q(r) FS 
Q(r+1) 
Pr) se 
Are) _ Q(r+n—2) es 
P(r+n— 2) 5d 
En posant, au contraire 
U.(r— n) 
enti U,(r — n) 


où U,(n) et U,(n) désignent deux intégrales linéairement indépendantes de (18) 


mais généralement différentes de U,(n) et U,(n), on aura 
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U,(r) U,(r — n) — U,(r) U.(r—) 


U,(r + 1) U,(r — n) — U,(r+ 1) U,(r — n) 


I 
: E OT) 
P(r—1)—-——— 
P AE oz) (20) 
à; Qr —n + I) 
en) 


Supposons maintenant que les coefficients de (18) soient des fonctions ration- 
nelles de n, mais des fonctions arbitraires d'un paramètre x. On pourra toujours 
donner à l'équation aux différences une telle forme que les coefficients soient 
des polynómes en n. Nous choisissons maintenant les intégrales particulières 
U,(n) et U,(n) (U,(n) et U,(n)) de telle facon que, pour des valeurs positives 
(négatives) trés grandes, elles se comportent respectivement comme (voir $ 11) 


e tania nga! eben yat (21) 


u, et u, sont ici deux nombres qui se déterminent par les degrés des polynómes, 
tandis que a,, a, ?, et ?, sont des fonctions de x, qui se déterminent facilement 


par les coefficients de (18). Si maintenant i, > u,, alors 


NEXU) a be UN) ee 
In D " Hm an) E: | 


Done, en faisant tendre » vers l'infini dans les fraetions continues (19) et 


EC U(r a ; 

(20), (19) tendra vers : Dr et (20) vers a Si, au contraire, u, =I, 
alors 

(GER CaN) ra AN we 

Ta) ( RE (23) 
en ce cas, (19) tendra vers 

Ve) EU nm) 
Ur) U(r) 


selon que sera plus petit ou plus grand que r. Mais a, et a, étant des fonc- 








tions de x, ce module sera tantót plus grand, tantót plus petit que r. Done, 
si l'on considére la fraction continue (19) comme une fonction de la variable x, 


! en : 1 U,(r + x) 
celle-ci convergera généralement dans tout le plan, mais tantôt vers cae 
1 
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à Cole T) ; : 
tantôt vers — : Les courbes sur lesquelles saute la valeur, se détermi- 


U,(r) 


-I. Quant à (20) on voit qu'elle se comporte exacte- 





; E a 
nent par l’equation | 


M 


ment de méme, de telle facon que, dans les domaines où (19) tend vers 
(20) tend vers 


et vice versa. (19) et (20) nous conduisent donc à l'intégrale complete de l'équa- 
tion aux différences dans tout le plan, à lexception des courbes critiques 
déterminées par l'équation |a,|-|a,|. Sur ces courbes mêmes (19) tend vers 


7 J, (r ; 
rd ou vers xr selon que 93i(9,— 9,) sera négatif ou positif. Si à 
la fois |a, | = |o; | et 9t(9,) = 9(8,) sans que a, —a,, 9t(9,) = R(P,), l'une et l'autre 


des fraetions continues divergeront. Nous avons done démontré le théoréme 
suivant: 

Les fractions continues (19) et (20) sont convergentes dans tout le plan excepté 
possiblement sur certaines courbes critiques, et elles conduisent ensemble à Vintégrale 
complète de Véquation aux différences finies. Si u, Zu,, les fractions continues 
tendront, dans tout le plan, chacune vers sa fonction analytique. Si, aw contraire, 
u,— us, les valeurs des fractions continues sautent sur certaines courbes critiques, 
: déterminées par l'équation |a,| —|a,|. Dans un domaine limité par une de ces 

courbes, les fractions continues sont convergentes, et elles tendent vers des fonc- 
tions qui ne sont pas des valeurs réciproques l'une de l'autre. Sur les courbes criti- 
ques mêmes, les fractions continues convergent si À g,) Z o (9,), au cas contraire elles 
divergent au moins qu'on ait à la fois a, —a,, p, = p. 

Il arrive que |a,|=|a,| dans une certaine partie du plan, éventuellement 


: a N 
dans tout le plan, si, par exemple, | ^| est indépendant de v. Dans un tel do- 








maine du plan les courbes critiques de (r9) et (20) se déterminent par l'équation 
9t(g,— g,)— o. Il arrive encore par exception que dans ce domaine U,(») = U,(n) 
est une constante. Nous ne trouverons alors, de l'équation aux différences, 
qu'une intégrale particuliére. Quant aux autres cas d'exception qui peuvent arri- 
ver il suffit de renvoyer à 8 0. 
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$18. Nous avons dérivé la fraction continue (19) en partant d'une cer- 
taine équation aux differences finies de 2/*"* ordre, mais on voit inversement que 
toute fraction continue est de cette forme. Pourvu que les numérateurs et les 
dénominateurs partiels d'une fraction continue donnée satisfassent aux condi- 
tions susnommées, nous pourrons toujours en étudier la convergence. Il arrive, 
cependant, souvent que les coefficients d'une telle fraetion continue suivent une 
loi alternante. Pour examiner ce cas il faut considérer un systéme d'équations 
linéaires, et, en conséquence immédiate de ce qui précéde, nous serons conduits 
à des régles de convergence qui, en pratique, seront généralement satisfaisantes. 


$ 19. Considérons donc le systeme: 
U (n + 1) + P(n)V (n x) + Q(n) U(n) = 0 


V (n + 1) + S(n) U (n) + T(n)V (n) =o. 
Pour intégrer ces équations par des fractions continues on substitue en (5) 


U,(n + r) ; Vin + 7) 
U rum V2 n+1 


,(n +7) — Vin +1) 


2 n+2 


On trouvera alors facilement 
ET) 

Str) = Qv) 
5125 tus n 
ds Or * 1) 


P(r + 1)- 
La (2 » + 4)*"* réduite de la fraction continue égale 


U, (r) V (n 7) — U,(0) Vi (n + 7) 


V, (r) V,(n 4-0) — V, (9) V; (n Er) am) 
tandis que la reduite suivante est 

U,(r) U,(r + n) — U,(r) U, (r + n) (28) 

V(r) U,(r + n) — V,(r) U,(r + n) Y: 


On trouvera de méme en posant 





lo) NU Rufo 
cin Vr) V2n+1 — 7. 


2 Vt 


la fraction continue 
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Q(r 4- 1) (29), 


avee les réduites 


Vi (r-- 13) U,(r + n) — V;lr + 1) U,(r + n) 5 

U, (r) U(r + n) — U,(r) U,(r + n) x 
Il sera maintenant facile d'examiner la convergence de (26) et de (29) en 
formant de (25) les équations aux differences finies de 2'"* ordre en U(n) et en 


V(n) et en déterminant 

lim U, (n) V 
DE) V 
Si, dans un certain domaine, ces quantités tendent toutes deux vers, par 


exemple, zéro, (26) et (29) tendront dans ce méme domaine vers 
2 


UR et vers VETUS respectivement 
- s —L.— — respectivement, 
V. CAG ME 
d’où il est facile de dériver U,(r) et V,(r). Si, au contraire, dans un certain 
domaine 
cer USO) c Vu 
Ime = € lim: — = e, 
U,(n) ^ Vi(n = 


(26) et (29) oscilleront dans ce domaine. Mais, en ce cas, nous pourrons de- 
composer en deux chacune de ces fractions continues. Considérons par exem- 
ple (26); en supprimant ici toutes les réduites d'ordre pair la fraction continue 
tendra vers 


eu supprimant, au contraire, les réduites d'ordre impair la fraetion continue 
tendra vers 


On voit done que, en ce cas, (26) et (20) nous conduisent à l'intégrale com- 
pléte du systéme (25). Si, au contraire, (26) et (29) sont convergentes, il faudra 


encore, pour trouver l'intégrale compléte, se servir des fractions continues 
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T(r —1) (31) 


Vir) Us(r — mn) — Vae Usum E Vs Vol Mr V,(r) Vi(r— n) 
U,(r) U,(r — n) — U,(r) U,(r —m) U,(r) V,(r — n) — U,(r) V,(r — n) 32) 
et 
I 
- T (v) 
S(r)— - DERE ER 
: P(r—1)= Oe) (33) 
T(r— ı) 
S(r = I)- = 
PA 2) 


avec les réduites 


Ui(r)U,(r —n) 


U, 
V,(r + 1) U,(r — n) — V,(r + 1) U, (r— n) 


U,(r) V,(r — n) — U,(r) V,(r —n) 
Vi(r + 1) V,(r —n)— V,(r + 1) Vi(r—n) (34) 


De méme que plus haut on voit facilement que ces quatres fractions con- 
tinues donnent ensemble Vintégrale compléte de notre systéme d’équations aux 


differences finies. 


$ 30. Nous avons vu que les séries de factorielles normales divergeront 
généralement; il est done d'importance d'observer que, pour des cas trés étendus, 
ces fractions continues conservent leur sens; un autre avantage qu'on trouve 
aux méthodes d'intégration étudiées ici, c'est qu'elles intègrent aussitôt les équa- 
tions completement dans tout le plan, et que non seulement elles donnent une 
représentation formellement valable des intégrales, mais qu'à cause de la rapidité 
de la convergence, elles seront souvent bien utiles pour des déterminations nu- 
mériques. Mais, d'autre part, la forme de fonction peu souple des fractions 
continues en empéche l'application à la plupart des recherches plus étendues. 
L'approfondissement ultérieur de la théorie des différences réciproques y remé- 
diera peut-être. Mais avant de passer à l'étude de ces fonctions intéressantes 


nous appliquerons encore ce qui précéde à quelques exemples particuliers. 
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CHAPITRE TIT. 
Etude de l'équation de Gauss. 


§ 21. En différentiant n fois l'équation 


on trouve 

ZT Ey Er 2::)m Hy (a+ B+ hr y — (a + n) + n)y =o (2) 
en l'intégrant » fois, au contraire, on trouve 
Gr) y 4 t(2*—zr)n:y-—(e--B-4i)m,yU-" —(a—n)(p —n)y— = o. (3) 


Soit y, et y, deux intégrales particulières de (1) linéairement independantes, 
on trouve au moyen de (ro) et de (12) Chap. II, les fractions continues 


! if ( 
K = y ON) — 4 2n 
a RS) — Ya yon 





TS Tem; B 
gern petas (@+2)(2+2)a(1—2) (4) 
C. (e n—1)(24 0» —r)g(r—«). 


PWT (esp +2901) 


c ue Oy m Ye à 
CS emi 


ten 


Er) 


7—1—(« 4 g—1)x-4- 


Les points singuliers de l'équation différentielle (1) sont o,r et © qui sont 
tous réguliers. En faisant tendre n vers l'infini dans K, et K, ils nous con- 
duisent tous ensemble à l'intégrale complète dans tout le plan. La ligne eriti- 


que est une droite perpendieulaire sur l'axe des nombres réels traversant le 


point + = © 
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Il est facile d'ailleurs d'exprimer par des séries hypergéométriques les va- 


leurs des fractions continues. 
tion (1) comporte les intégrales suivantes 


y = UTR (ey 4 x,-—y-1,2 
Vs — P (a, Bs %% 

Ve — i COA Chea P= Fh ae, bea) 
ya = (r—zcxy-e-8F(y—a,7-—,y 


(a4 > + 


Aux environs des points singuliers o et 1 l'équa- 


> 


IjI— 2). 


| 


Considérons d'abord l'aire commune aux deux cercles décrits des points o et 


r respectivement comme centres avec un rayon égal à l'unité. 


En appliquant les régles exposées dans le chapitre précedent on voit tout 


de suite que: 


I 
= et 


a à 
Pour x) <_ K, tend vers J 
2 Yo 
I y! 

et pour 9t(z)» ^ K, tend vers ^? et 
2 Ys 


= 1 
K, tend vers 9 


JI 


» 1 
K, tend vers Ys 
2 1 


4 


» : : : I 
Il reste d'étudier les valeurs des fractions continues pour W (x) — Pour 
2 
des valeurs positives trés grandes de x on trouve 
(n) ^ n T. ^ 
ys ay | | ptf y (y — gyr-a-8 qr — : y) à (6) 
SEE m D(a + B—»-4 1) 
(1) 
5 ns. * ne. 
Pour des valeurs trés grandes négatives de n on trouve pour * (ij; à une 
I yi 


constante prés, cette méme 


cas différents se présentent: 


3t(7) > À s 2 : m | K, tend vers 2? et 
1 go IC 5 n 
Jt(y) « €t l 2 ‘| K, tend vers Ys et 
\ 2 Ys 
+p 
RR 


Les séries y,,... 


environs des points singuliers o et r. 


valeur asymptotique. 


Cela posé on voit que trois 


K, tend vers 


K, tend vers ' 


TL : . : : 
toutes les deux fractions continues divergent. 


y, si bien que leurs derivées ne sont convergentes que aux 
Or il est facile d'en déduire d'autres qui 


représentent les valeurs des fractions continues dans toute leur domaine de con- 


vergence. 


I suffit d'appliquer à celles-ci la transformation d’EurEer bien connue 
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F(a, B, y, v) = (1 —2)-*F (a, y— B, y, "ERE 
les séries ainsi transformées convergent dans l'un ou l'autre des deux demi-plans 
de to E I 
limités de la droite 9t(x)— - 


A cette méme droite, au contraire, les séries ne convergent pas toujours, 
car le module de la 4?" paramètre de la série hypergéometrique est ici r. La 
condition de convergence est d'aprés un criterium assez connu de WEIERSTRASS 
Ji(«— 2) « 1r. Or les séries étant symetriques en « et jf, on voit qu'on peut 
en effet dans tous les cas représenter les valeurs des fractions continues dans 
toute leur domaine de convergence par les transformés de y,, y,, y, et y, I y 


; : I ; un 
a seulement exception si W(x) — et Wa — 3) — 1. Dans ce cas toutes les 8 séries 
2 


transformées divergeront. Nous pouvons alors nous servir de y, et y,, si [|v| <1; 
au contraire, si | | » r, il faut se servir de séries procédant suivant les puissan- 
ces entières et décroissantes de x. 

Etudions maintenant les différents cas d'exception se présentant lorsque 
a, y ou y —« — B sont des nombres entiers, ou lorsqu'un ou plusieurs des para- 
mètres croissent vers l'infini. 

1) SI « (ou 9) est un nombre entier négatif, y, — F(a, 9, y, x) sera un poly- 
nóme entier en x du — «me degré. La dérivée du (r — «me ordre de y, sera 
par conséquent identiquement zéro. X, tendra alors pour toutes les valeurs de 
x vers 


2) Si 7; est un nombre entier positif, et que ni « ni ? ne soient aucun des 





nombres I, 2, 3,.-.7—I, on aura aux environs de zéro au lieu de y, et y, les 


deux intégrales particuliéres ! 


y; = F(a, B, y, x) + F(a, B, y, x) log x 
N (07, 2). 


F(a, 9, 7, v) est ici une fonction ayant une certaine ressemblance avec 7 (c. 9, 7, 2). 
Nous savons que la fraction continue tend vers l'intégrale non-logarithmique 


! Fropentus: Ueber die Integration der linearen Differentialgleichungen durch Reihen 
Crelles Journal, Vol. 76, p. 214 f. 
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I 
- x ope y 
(Chap. II, $ r4), on verra done que, pour J3i(z) « -, K, tend vers s quand 


ZA 2 


méme y est un nombre entier positif. 
3) Si y est nul ou un nombre entier négatif, et que ni « ni j? ne soient 
aucun des nombres 0, — r1. —2,...7, on aura aux environs de zéro les deux 


intégrales particulières 


RTE (a +17, P+i—7, 2—79, 2) Fat Fa Er —7y, BP +17, 227 x) loge 











al F(a--r—wy,p--x—2-—9,&). 


| 


Comme K, tendra encore vers l’integrale non logarithmique, on voit que, 


I 


I: > i 
pour R(x) <=, A, tendra vers 2 


, tandis que, pour toute autre valeur des para- 
2 Yı 


! 


\ 1 
mètres, elle tendra vers Yo 
Y 


4) Si «4 ?— 7 est nul ou un nombre entier positif et que ni « ni f ne 
soient aucun des nombres 1, 2, 3,...«@+ jj — 7, on aura aux environs du point 


r, au lieu de y, et de y, les deux intégrales particulières: 


Fifa, 8, o 4- —7y t 1x, 3—2) + F(a, B, « 4- B—7 +1, 1—2) log (x —«) 


T y. E 
pour (x) « - , K, tend done vers T3 comme au cas cénéral. 
2 Ya 
5) Si, au contraire, « + j-— 7; est un nombre entier négatif, et que ni « ni 
3 ne soient aucun des nombres o, — I, —2,... « + —7 -F r, nous aurons au 


lieu de y, et de y, 





I—axy-«—F(y—a,y—p,y—« 3+1,1—2) 


(zc ut ec Ply a, D 70 poux 2) 





+ (ra) F(y— a, y— 8, y—a — 8 + 1, 1— x) log (I — 2). 


I 
5n ; : z I 1 
Dans ce cas d'exeption AK, tendra done, pour (x) > vers Za 
2 Ys 


6) Passons à l'étude des cas oü un ou plusieurs des paramétres tendent 
vers linfini, ce qui a lieu pour plusieurs des fonctions les plus appliquées dans 
l'analyse. Mettons dans l'équation différentielle de Gauss (1) k au lieu de « et 


x g Ju ur : “per : 
pau lieu de x et faisons tendre k vers o», nous aurons alors l'équation différentielle 
k 
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dy dy "à 


a ry, a yn. O (18 
da? ‘ er Py e. 


avec les deux intégrales particulières 


aries taa (^. P—y+1,2—7, : 


Fe 8 7 à) 


où ici, et dans la suite, & désigne un nombre infiniment grand. Ces séries sont 
convergentes dans tout le plan, l'équation différentielle n'ayant que les deux 
points singuliers o et c. Donc, il est évident que, dans tout le plan, la frac- 
tion continue tend vers la méme fonction analytique, car en différentiant y, et 
y, n fois on trouve 


Ty PR x 
y) or (— I)” G tn 1) F (^. g af À À t 


Io) 


T (y) r(p ar 2 r(r Din En H 
7 >| 24 t k 


(n) = = 
LE T(B) T(y-+n) 





y) et y)? se comportent done asymptotiquement comme 


7 ; —n c D (y) I 
I (y ET tt) Sa 1)(-—«) et (9) (zs ate 





Ly -— x) 

Done 
| gi PONE 2) ge, Coa 
ge I'(8) eet nt) 


mais cette limite est nulle pour toutes les valeurs de x. 
On trouve la fraction continue 


= 

uM a Jr 

Up Be 
2. 


4 : 5^ D y y—mX (8 + Er 
F B Ps | 4 x + " (9 + 2)® (19) 


qui tend vers le premier membre pour toutes les valeurs complexes de x, 9 et y. 


Ce n'est que lorsque y égale zero ou un nombre entier négatif sans que 2 soit 


un des nombres o, —1, —2,...7 qu'il y a exception; car, en ce cas, les séries 
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du premier membre n'ont pas de sens. De méme que plus haut on voit facile- 


ment que, dans ce cas, la fraction continue tend vers 


A 
F (^. P s RE as | 
i y i ‘> 4 k 


(20) 


I 25 
F Ik. BHI-Y,2—Y, ‘| 

Si 3 aussi tend vers c, rien n'est changé. Si, au contraire, « et 5 restent 
finis, tandis que y croît au-delà de toutes limites, on aura, au lieu de (1), l'équa- 
tion différentielle 1 


di 
le Du) +apy=o. (21) 


Les points singuliers sont ici o et ©, mais o est un point singulier irrégu- 
lier. Nous posons done 


I 
p——,149-—2.u 
et trouvons 
d'u „du 
& Tes +(z2+it+ &—8)32 +au = 0 (22) 


mais cette équation différentielle est de la même forme que (18). 


Système d'équations hypergéometriques aux différences finies. 


$ 22. On peut donner une forme plus élégante aux fractions continues (4) 


et (5) en intercalant entre toutes les deux réduites une réduite nouvelle. Les 
fractions continues ainsi obtenues se laissent cependant dériver directement en 
partant du systéme d'équations aux différences suivants 





x U (n 4- 1x) 4- v(p — y) V(n t x) t (P+ n)U(n) —0 





(23) 
(x — 1) V (n + 1) — : U(n)+ (e + n) V (n) — o. 
D'aprés les formules (26) et (29) Chap. II on en trouve 
"HOT 
REN B(x— x) 
, («ra 
ii B p T9 5 Jem =) 
AE (P+ 1)(x— 1) (24) 
MER: (er 2) - ‘ 
/ ie (g + 2)(@—T) 
I = , 
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D'autre part, il est facile d'intégrer (23) par des séries hypergéométriques, 


car en éliminant entre ces équations V et U respectivement on trouve 


z(ı—x) U (n +2) +4 n(1—2 x) + y+1i1—(e+P+2)e)U0(n+1)—(e@+n+1)(p+n)U (n)—0 


r 


u(r—a) V (n+2)+In(1—2%2)+y— (a+ 8+1)a} V (n4- 1)—(e 4 n)(g9 4- n) V (n)—0. 


Mais ces équations s'obtiennent aussi en différentiant n fois les 2 équations 
différentielles hypergéométriques 


v (1 Je +e Suec Ip D es («@+1)p 
=H) y ni (4.4 ) 2)% 0 Dr O0 
duas v cae! TH 5 
d? 1 (27) 
x (I — de + {y — (a + p+ rj2) — ay =o 
et en posant 
d" z > Z d'y 
UM) SETS Vm) d^ 


alors le systéme suivant d'intégrales satisfait à (23) 


D'(e 4 0 - 1) (B +n) 


J == (1 2 MP 
TO 000 


F(i@+tn+1,fptn,y+n+ I, x 


" l'(œ+n)T(p +n) 
J Nr vc TY ae NE 00 D A d a 
Nt GE PINOT (En) NS err 





I(c--n-iu(p--m 
Tí EE ) Pe +n+T1,B+n,a+ßP —y+n+L Yr— x) 


U, (n) -—c,x(— > A 
»(n) = e; z(— 1) T(a+ß—y+n+ 1) 
DL (e 4 n) '(8 +n) 


UXT a +B—y+n+tı) 


F(atn, Ptn e+ f—y+tnt+1,1—2). 


Les valeurs de (24) et de (25) dépendent done de la méme valeur asymp- 


totique que (4) et (5). Il faut noter spécialement que pour (x) = on a 
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= 28 
y I F(a, B5 ya y I : ; x ) 
Py eot E 
X —-1 
k p F(e+1,ß+1,%+1%) 
A = 
'  a(y—P) Fla+ı, 8, y+1, 2) 
Fly } if e 
e VO, DM D Ur AE ee 
D T xi ET (29) 
y—pg x(i—a«) E x 1 I 
F|y—«,,y +1 : 
oT 
: RET . 
Pour X(x)» - on a, au contraire, 
) 
| a+1, D, a+ p—yt+tT, I —#) E ; 
K,—«a E mE i T m ES ca - -— (30) 
a, D, «--B —Y+LI-=X ga dt 
! LP F(r+p—y, Bs ata Dine pats =| 
m 
= 5 Plata f 1a f—y-2,1—2) 
! (y—a--8—1i)t Fle+1,f8,@+P—y4+1, 1—2) 
I 
, PE PPS By e 0 PvE 
[à La 
e EE (31) 
Pt EST 





Systeme d'équations différentielles hypergéométriques. 


$ 23. Nous avons vu qu'on peut intégrer, par des fractions continues, en- 


core des systémes d'équations différentielles; traitons à titre d'exemple 


DIT dz * 
(y —«— By. + (y--a@)(1 dp — «py == 0 
(32) 
(T==%) = + (y—a—P)z+ (P—y)y =o. 


On voit facilement que tant z que y satisfont aux équations différentielles 


de 2*"* ordre de la forme (1). On trouve alors le systeme d'intégrales suivant 
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CAES Toy BCE Br €) JE F(a, 8B, y+, v) 


s = 

Zo == Cy — B (c pe pP— ya, 1— 2) My, =, F(a, Bae + PB — 7, 1 — x). 
Ceci se laisse d'ailleurs facilement vérifier; car en substituant (33) dans (32) 
on est conduit à des relations bien connues de Gauss entre des fonctions conti- 


gués. En différentiant (32) » fois on trouve 


ó dein d^tiz | n d" y 
(«+ B — Yt N)% yd + («— yx ER) mr + (n +e)(n + Bron 0 
d®tiz d" z d" y 
_y D P ee) Dau (De, LL 
(r— x) TER (e+ P—y+n) pou (, 4 ees 








by 
usd ad | 
CRE Tr, 
Es c Ii RTE " 
d "-" — eI) | (34) 
: " ES "cr eG mt re Ci Bro 
ou x, = — ee DEC DEN 
qnem Ja — 


La convergence dépend ici de la méme valeur asymptotique que nous avons 
étudiée plus haut ($ 21). En considérant cette fraction continue comme fonc- 
tion de x, on voit facilement que, dans un cercle de rayon 1 ayant pour centre 


-Porigine, elle tend vers: 


3 
7—1 Fa 7—- B4 I, 7+ 1,2) (a) 
as A ^ ' ^). 
4 F(a, y— B, 7, 24) 
mais hors de ce cercle vers: 
I 
F l«. CT pep DEA | 
“> e wi M a 
(a4 i i Y 1 (36) 


48 N. E. Nörlund. 


La fraction continue de Gauss. 


$ 24. Dans son mémoire classique sur la fonction hypergéométrique! Gauss 
à représenté le rapport entre deux séries hypergéométriques contigués par une 
fraction continue. Mais Gauss se borne à déduire formellement la fraction con- 
tinue sans entrer dans les questions de convergence. RIEMANN, THOME, VAN 
VLECK et d'antres encore ont, plus tard, traité cette question. RIEMANN" n'a 
pu achever sa démonstration qui n'a paru qu'aprés sa mort et dans une rédac- 
tion due à M. SCHWARTZ. RIEMANN y démontre que la fraction continue est conver- 
gente pour toutes valeurs de x, excepté pour des valeurs réelles positives non 
inférieures à 1, et qu'elle tend, en effet, vers la fonction indiquée par Gauss. 
Mais RIEMANN suppose que tous les paramétres soient finis; nous allons encore 


étudier le cas où « ou ? tend vers o, et nous verrons que, dans ce cas, la frac- 


i 


tion continue converge dans tout le plan. Nous partons du systéme d'équations 


aux différences finies: 


(a + »)(y-—B n) 


U (n) — V(n) + (9 + any» Sod 3 4) 


œU(n +1)=0o 


' (37) 
VOUS UAR (8 -- nm + 1(y—oe-cn audi Vn 
A TUE E) secto 2) 
d'où, par (26) Chap. IT, on dérive la fraction continue de Gauss: 
Pie, Br ydo) c 
(a 7%) hey sya 
74 Amer (38) 
, et Pe | : 


a (B+2)(y—a+2)e | 


Pour examiner la convergence de cette fraction continue nous éliminons V 
entre les équations (37), et nous trouvons l'équation aux différences finies: 





I U(n+2)+ 


(ee ne nt ar 4 az Paus a | U(n+1)+U(n)=o. (39) 


s ab 


! Gauss: Disquisitiones generales circa seriem infinitam I+ = w+-:- Werke TII, pag. 125. 


? Riemann: Werke XXIII, pag 424. Zweite Auflage, 1892. 


ls à dus Que 
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En éliminant U, au contraire, on obtient une équation en V (») toute sem- 


blable. L'équation caractéristique de (39) est maintenant: 


x*2? + 8(r— 2)2 + 16 — 0 (40) 


ayant les racines 


a l ax Gear 


les deux intégrales particulières U,(n) et U,(n) de (39) se comportent alors 


asymptotiquement respectivement comme 


1 


= 2 2n = 2 2n 
Cn PA — | eben 7 | == | : 
i—Vı— x Te re 


Si x est réel positif et non inférieur à r, les deux racines de (40) ont le méme 
module: la fraction continue est divergente. Mais pour toute autre valeur de x 


. . VS = = 5 / 
la fraction continue converge, car |x + Vr — z|»|r—Vi—z|, si par Vr-« 
nous désignons la valeur de la racine carrée de laquelle la partie réelle est posi- 


: : : te GE P 
tive. Si, au contraire, on pose, en (39), « — k et, si l'on met jo lieu de x en 


faisant k tendre vers ©, on aura l'équation: 





0 PA xf 
(+2n+zi)(y +2n+2}(y 





WESEL) U (n + 2) + 
+ 2 E 


21 +3) 








bnt 4— Ben 
Je ar ae: 2 D Pet act | U(n+1) — U(n)=o. (39 bis) 


*lgrznci42n332). (7-2mn)y*2nci). | 


Désignons maintenant par jf, et 3, deux nombres indépendants de n, sans 
d'ailleurs les déterminer, il y aura alors deux intégrales particulières U,(n) et 
U,(n) de (39 bis) se comportant asymptotiquement comme 


à 
A 20 27 à 
end et c,I"(y--2m--r nhl, 
1 2 4 x 


On voit que pour toutes les valeurs de x 


La fraction continue 
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JW EE T nr 
] Sev A 4 Nerone m s (41) 
d Weal (eet El 
dire (B+2)a 
a 
4 D yt4— 


est done convergente dans tout le plan de x. Il en est ainsi lors méme que j 
tendrait aussi vers o». 


Les fonctions sphériques. 
$ 25. On sait que l'équation aux différences: 

(n + 2) U(n -- 2) — (2n + 3)x U (n +1) t (n t- x) U (n) —o (42) 
s'intègre complètement par les fonctions sphériques de la 1° et de la zitme 
espéce; on a 

Un) =P (a) Ü (m) OR): 
A l’aide de (r9) et de (20), chap. II, on obtient alors les deux fractions continues 


pu) (a) Qt”) (x) I QUO (a) pire (x) A. 
pen) (x) Qum (x) — QU—D (x) pon (x) 











ip 
(Dr ma E r4 2)? 
Brie 19) 
Irina 
(2T-F2 n — ı)& 
poe» (x) QU") (x) ir QU-» (x) pir» (x) b 
po (a) Qr-n) (x) — Qo (a) Pr» (x) 
= nn ne 2 IT 
CIEN M ins SE De) 
(2r— 3)a (21 = = (44) 


No Day 


(2r—2n+3)a 


Soit &=-x—Vx?—ı où nous choisissons le signe de la racine carrée de 


sorte que Va? — 1r ait le méme signe que la partie réelle de x; alors |3| « 1 pour 
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toutes valeurs complexes de v, et si x est réel et ||» 1; si, au contraire, x est 
réel et compris entre +1 et — r, alors [£[—1. P(x) et QU? (x) peuvent se 


représenter par les séries hypergéométriques: 


| I 
I E + | 
2 4 es file 
Po (x) = : En p Ce Hy, 
rre eu! 


ri) en +1) 


n v x 3 
2 


I 


QO x) == En+1 F | 


En faisant tendre ici n vers o, on verra que, si [5| « r, P(x) et QU? (x) 
se comportent asymptotiquement comme 


en faisant tendre n vers l'infini dans (43) et (44), la premiere tendra vers: 


QU (a) 


QU (x) 


pi-n» (x) 
PO (x) 


la dernière vers 


pour toutes les valeurs de x, excepté pour des valeurs réelles comprises entre 
+r et — r. Pour ces dernières on a asymptotiquement ! 


M) (cos ()) ~ V. LA COR i | , 7l 
2) zung ^q" EMI 


| ze 
Pin) (cos 0) ~ E sin In + BL 3k Al 


en ce cas, les deux fractions continues sont done divergentes. 
Intégrons ensuite par fraction continue l'équation différentielle de Legendre: 


dy dy 


(r— 2?) us 2% + n(n + 1)y— 0. (40) 


* DarBoux: »Approximation des fonctions de grands nombres». Journal de Mathématiques 
Sér. 3, tom. IV, 1878, pag. 21 s. & 
; 1970, pag 
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En différentiant r fois on trouve: 





$ d't?y Nr d'+ly 3 * : d'y. N 
(a at = 2x Ui) ran + (m—r)(n+r+ De O 
d’où l'on obtient, par (10), chap. Il: 
| <> PONS n(n + 1)x! 
Dee d ER (x —a)(n 1) 2) R(x) > o 
Nena (47) 
= @ — x)n— 3Yn + 4) 


Ÿ 
| 
\ 
| 
| 
| 
| 
| 


qui est convergente dans tout le plan excepté sur l'axe des nombres imaginaires; 
les points singuliers sont + 1 et —1, et l'équation déterminante pour ces deux 
points est o*— 0. Aux environs du point +1 on trouve une intégrale particu- 


A I —% ; 
liere de la forme y, = F |—n, r +n, 1, ——~] =P™(x) et une autre qui est 
2 


ENS : : DENE 
logarithmique. Pour R(x)>o la fraction continue tend donc vers Pit ). 
Si x change de signe, il en est de méme de la fraction continue; pour Jt (x) « o 
D, P9 (— x) 

PU (x) — 
tions coincident, car PW(— x) = (— x)" PU (x), mais, en ce cas, la fraction con- 


(47) tendra alors vers Si n est un nombre entier, ces deux fonc-. 


tinue est finie. 


$ 36. La fraction continue périodique. En intégrant par fraction continue 


l'équation: 
d? a : dy 
-—2"—~+y=0 
ain? dx | 
on aura 
fas I 
x + Va?— 1 = 2% 
I 
2% — 
I 
2% ——- 
I 
2% — : 


La nieme réduite est ici 


TR (x) : (x a Ve—ı)"" DH (a 


Na) (c + Va? — 1)” — (x Var — 1) 








En posant x — cos V 
,n posant à COS on aura 
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T, (x) eitr+D V - g—Qv1)V sin (n } I) V 
N„(x) gin V —_ g—inV sin nV 


Si V est réel, e—^V oscillera; la fraction continue est, par conséquent, diver- 
gente, si x est réel et situé entre + 1 et — r. Si, au contraire, V est de la 
forme V — V, 4- iV,, la fraction continue est convergente, et elle tend vers e/V 
ou vers ei" suivant que V, est négatif ou positif. On trouve done l'équation 


curieuse : 


lim ©? Wer all = cos V +isinV 


re sin nV 


pourvu que V ne soit pas un nombre réel. Le numérateur de la n°" réduite 





[ER / 2 nal | ^ .3 n+l as 7 
T, (x) Jovis ec) = (a = Viz’ 1) . sin (n + 1) J 


a VUE sin V 








est un polynôme entier de nme degré en x ayant plusieurs propriétés interes- 
santes. On voit ainsi que les zéros de 7,(x) sont 


zer 


T — COS — PT, Ze: 1) 
n+I ; 
La fonction génératrice de 7',(x) est: 
I m= 00 
Sa = SLE ayer? 
T2050 IC 
n=0 


Remarquons encore que les réduites ont une sorte de théorème d'addition; 
car en posant: 
. Sin (n 4- x) V 

sin nV 





F (n) 
F'(n) satisfait à l'équation aux différences: 


F(n--1)—-2rz— FP) 


De plus on a: 
F(—n)F (n — 1) = r. 


On trouvera alors facilement: 


F (n +m) =—— 
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qui se réduit encore à: 


I — P (n) F (m) 


F (n + i) — F(n- PTT MEE EUER 


F(n — m) = P(n— m es : 


$ 27. Pour étudier la convergence de la fraction continue 


Uno) ns 
AO n 3 
xs NE 
ones ie) 
= T Os] 
2% 





il faut considerer l’equation aux differences: 
U (n 4- 2) - 2 xU (n t 1) - 2 (n 4- 1) U(n) — 0 
et y appliquer la substitution U (n) — In! U™(n) de sorte que l'équation sera: 
Vin + x)(n + 2) Ut (n + 2) + 22 Vn + 1 UU (n + 1) + 2 (n + 1) U9 (n) — o. 


L'équation caractéristique est z*-- 2 — o; mais les coefficients ne sont pas 
des polynómes en ». Pour tourner cette difficulté nous supprimons dans (48) 


toutes les deux réduites, et nous aurons alors 


MODE NUR rut (ae) 
EUNT THEM LARES (n 33) 6) 7 (49) 


avec l'équation aux différences: 
U(n+ 4) +2(2n+5—22°)U(n+ 2) + 4 (n + x)(n + 2) U (n) =o. 
L'équation caractéristique est ici: 
+4r+4—=0 


et les coefficients sont des polynômes. 


ort: 


et en 


2 
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CHAPITRE IV. 
Différences réciproques. 
Représentations par des déterminants. 


$ 28. Abstraction faite des propriétés purement formelles, le caractère d'une 
fraction continue change complètement avec la manière dont la variable entre 
dans les numérateurs et les dénominateurs partiels. Il a été malheureux pour 
le développement de la théorie des fractions continues que, dans les recherches 
antérieures, on ait varié entre différents types, une forme canonique déterminée 
ayant fait défaut. Aussi est-ce un des résultats les plus intéressants des recher- 
ches de M. TurELE! que la démonstration de l'existence des types de fractions 
continues entièrement analogues à la formule de TavroR et à la formule générale 
d'interpolation de Newron. Pour démontrer cela M. THIELE introduit »les diffé- 
rences réciproques», fonctions qui jouent ici le méme rôle que, dans le calcul des 
différences ordinaires, les différences divisées de NEWTON. 

Soit g(x) une fonction connue par les valeurs $, y, ...*f, qu'elle prend 
pour des valeurs 2, 2,...2, de la variable v; la différence réciproque du "e 
ordre est alors une fonction des arguments #, x, ...#,; je désigne celle-là par 
oe" (aX, ...c,) ou par e? p(x) ou, s'il ne peut y avoir d'ambiguité, par o" simple- 
ment. Le cas limite ot tous les arguments tendent vers la méme valeur est d'un 
intérêt tout particulier. La différence réciproque du n°" ordre deviendra alors 
le »coefficient différentiel réciproque» du ne ordre. Je désigne celui-ci par 
r^ [g (2)] ou simplement par 7”. M. 'TurELE définit la différence réciproque du 











(n + r)*"e ordre o”+1(x, xv, ...x5,41) par la relation de récurrence 
ont (asas ESSE nn is T or (a, x 25-31) v (E) 
Y ' Ou (Upon 088277531255, 1) — ONE, 22 07) 
ou 
u. — Lo 

ON 0 [- " 1 0 

OQ \%) =G Oa mE) — Ze, 

9° (a) Po Qux, 2,) 9,— 9, 


Pour le cas limite oü tous les arguments tendent vers la méme valeur, la 
relation de récurrence prend la forme 


rtp (x)= (n + x) re [rg (a)]H ty (2). (2) 








PCT. N. Tuiete: Différences réciproques. Bulletin de l Acad. royale des Sciences et des 
Lettres de Danemark 1906. Pag. 153—171. 
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Supposons donné un tableau sur la fonction p(x) et les différences récipro- 


ques de celle-ci de manière que les valeurs de fonction 4,4, .. . 4, correspondent 
aux arguments arbitraires r,2,...cr,. Si lon y interpole par des différences 


réciproques, on trouve, d'aprés M. THIELE, en vertu de l'équation de définition 
(1) que la formule générale d'interpolation est 











PER (3) 


L—2y 


OL) Pot — == —= 





Nous indiquons par N, et T7, les dénominateurs et les numérateurs des 
réduites et posons 


Na, =) ENT RTS pm. 0 


Nonti= Vo orum + MA +--+ rx? 


(4) 
Ton = beit, % 1, x? Le EE gr 5 





7 E] 
Tonti= To + TT + TL +. 040^ 


Les coefficients de ceux-ci sont des fonctions assez compliquées des diffé- 
rences réciproques, mais il suffit ici de connaître les coefficients de la puissance 
la plus élevée de x. On voit immédiatement que ceux-ci sont 


2n— ^ . ^ 
Rn— = 0°” Ua . 32531) Uni 


5 (5) 


D T Tn — 0 (aqua 2207) 


La fraction continue (3) montre que la a*"* réduite de celle-ci et p(x) 





coincident pour æ—%,,2,,...2» 1. On en obtient une série d'équations linéaires 
d'un nombre justement suffisant pour la détermination des coefficients des ré- 
duites. On trouve ainsi pour les réduites d'ordre pair 











"E Pon(%o) |... a Pon (ton) (6) 
" Na n (a) N; n (Xo n—1) 
qui s’eerit aussi 
No Po + T Xo Pot -°: + M-ı qn Po bo ty Xo Pes tnx, = 0 
(7) 
No 002n—1 + N, %2n-4 (FEES a I 0nd 1 (f2n—1 — ly — t, Dont em geile V ris 
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En éliminant maintenant {,,4,,...1, on trouve N», représenté par les deter- 


minants suivants: 


O I 0 2 0 a Se oed Hae 0 
An 2 l 
I f 0 a 0 a 0 Po a 0 d 0 Po US Y 0 US 
^ x n°? 2 mnl n 
= I$, Ti 9,10, v v0, vy Pi v 
Non 
; A 7 T 752 n—l , 
I (fpon—i W25n—1 X2n—1iG(?n—1 V2n—1 VIn—1 P2n-1 +++ 4 ae 1% 2n—1 a ont 
) . + y n-—lI »n—1 
I fy Yo Lo Po cet a b Po 
T x ; NL n —1 
I qa X104 oe WY vy fi 


1095-1 Con Conon: «vo. 25 1 954 


en éliminant, au contraire, ?,, n,, %,,... on trouve pour 7^, 





TO x Oo x” Oo x? 
^ ^ ) 2 sn—1 
I fo To o Po Y, 25 Po (an 
Ton —|r $i v, Li Pi v ATUS x^ 
I Van -] W»4—1| Vn 1625 1 *2n—1 2n 5 fo, —1 2n 1 
^ M n—1 
I d, To Vo Po ro Po 
I d, X1 UV, v, 
(9) 

I Pon—1 Ven—1 Von—1 Pon—1 qna Pon- 1 





gue Ton+1 (25) SA sc MI gr Tons (ton) (6 bis) 
Nan+1(%,) Non+1(®2n) 
ou bien 
Vy Po Fr LoPy + MT Pot o + Un XU" Py — To — 11%) — s: — TO. 1 = 0 
ne Ge Nr ni FR (7 bis) 
Vo Pant V, Kan Pan + V> Lin (925 gor Vn Oo „Pan T mc a t Ta, sue) 
Sg 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 15 janvier 1910. 
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En éliminant on trouve pour N»,,; et Toy 


ORT 200% are) 2 * 
M0) 0 LS Do modom IT rk 


6 IQ, X, XQ, ..XT19, xj 2r: 
Non | ED, Cp AO Pie GF pl AON ah (8 bis) 


L] 9 
> : 22 m n 
I(y Lo Lo Po % 0 Xo Po 


E à n—1 y > 
^ ^. 22 m N ‘ I Pan Ton Van Pon ++ XZ), Pon t$, 
I (foa Lon Coan (2n Tin. «X5, Ton Pon 


OT) STI 


TO 00 X9 SN Ae O I Py Lo WX ...X 

I Po Lo UP +++ XG 26 Po Ip % MP, -.. 7 . 
Toni = ee a... (sl 

I f2n Yon Xon(2opn...4 2n Pon Xen Pon I fan Xon Ven fan --- v». 


Par (8) et (o bis) on trouve immédiatement les différences réciproques ex- 
primées par le rapport entre deux déterminants, car d'aprés (5) celles-ci sont 
justement les coefficients des puissances les plus élevées de x dans No, et 7T5,,,. 
En introduisant pour un déterminant tel que le dénominateur de (9 bis) l'abré- 


ns T s "(f £n ^ 
viation |z, 9,235, 2,95, «1.27 |-on trouve 


) " / ) n—1 -N—] ty; m ; 
| 1:295, LPs, oe Ba ation] 


=, en | (10) 


3 ^ \ yn—l yn—l AT. 
poda qua Eun 


de ne mn mnl 
p X e Ta | 


— (11) 


USERS IU NICE 
EB De |] 


d’où on voit que quatre types différents de déterminants se présentent dans les 
différences réciproques. 

On peut abaisser le degré du déterminant numérateur se N, et 7', par une 
unité; considérons, par exemple, N»,; de la 2a*"* colonne, on soustrait la 
(2n — 2)*"* colonne multipliée par x; de la (22 — 2)ième colonne, on soustrait la 
(2n — 4)*"* colonne multipliée par x en continuant ainsi jusqu'à ce qu'on arrive 


à la 2*"* colonne, qu'on ne change pas. On trouvera alors 


: |; = 2) 96. M, mari), 21, TR (ard a ee e 
95 2 — o: a T f LA = ES SET ze EX = 
% en ae mad 5 xo; | 

NE pe en peine ET. ve a2 n—] D: X ^ 
ins | 2, (2 —%) Pi, 2, U — 22) pn e emi gs ram (GB 


DEDE TENET 
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| I Us Xi, Li UM er, an Pi | 
, Oud CM mE Hn es 
C— Ki x — Xi i t+ q—m; 
m - Ca 1 v a ı 4 ; . a = 
Ton — 3 x : TEX ES (x ze o)(a zx qi). . (a Ton 1) (13) 
I5 2595 Ls Lea ae. 
Pi ^. ae fi n—1 sn—] Pi “N Pi 
m PDT D EE ju >; = m5 ED 
y — Ti x-% ti AL, ve, ns T 
Pit = = = = (z-x,)(x-2%,)...(x-2,) (13 bis) 
| 


On en voit que les denominateurs et les numérateurs des réduites se for- 
ment facilement des différences réciproques. 

On dérive, en effet, No, de ol en multipliant qi par x — x; dans le détermi- 
nant numérateur de celle-ci, le dénominateur restant invariable. On trouve de méme 
Tyn+ı par Q?" en multipliant celle-ci par (x — 3a) (x —x;) .. . (c — 22,4) et en divisant 
pi par 2 — x; partout dans le déterminant numérateur. Le dénominaleur de Nanyı 
est le dénominateur de 0°", tandis qu'on en forme le numérateur en multipliant q; 
par x—-x;. Le dénominateur de Ts, est le dénominateur de o?"—, tandis qu'on 
en forme le mwmérateur en divisant q; par x — x; et en multipliant ensuite tout le 
déterminant par («—x,)...(*—X2n-1). 

De chacune des formules suivantes relatives aux différences réciproques on 
dérive facilement des formules correspondantes pour N, et 7,. 


$ 29. Les déterminants (ro) et (11) sont justement la forme sous laquelle 
M. TnurELE a indiqué les différences réciproques. Mais celles-ci se simplifient en 
abaissant de n et de n + 1 unités respectivement le degré des déterminants. 

En posant 


Us (x) = (a — 2) (x is Er 4) 
on a, on le sait de la théorie des fractions partielles, 


uP 
cs es c = N t= 7 
2 Un (xj) 2 (p "vip isa 2) = Ww", (23) V 


uU 


ja 


où la sommation est supposée étendue sur toutes les racines de /(x)— 0. En 
désignant par 0”[p(x)] la différence ordinaire divisée du n°" ordre, on sait que 


N (p, Ps fn 
d[p(x)] = i SUP Eger yer (15) 
y a (23) y nt) y non) 

Considérons maintenant (ro) et ajoutons, dans les déterminants numérateurs 
et dénominateurs la rte, la z2itme jusqu'à la 2nime ligne à la dernière après les 
avoir divisées par W'on(%), Wanlzı), ... Wan (Xen) respectivement. Ajoutons en- 
suite à la 2nitme ligne la i?re, Ja 2ième jusqu'à la (2m — 1)*"* ligne aprés les avoir 


‘divisées par W's, 41(x,), Us, 4(x,), ... Won _1(don_1) respectivement et continuons 
on 0 T 1 . 
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de méme jusqu'à ce que nous arrivons à la 1*'* ligne qui reste invariable. En 


réduisant alors, autant que possible, le degré des deux déterminants on trouve 


O^ (q ) "(ay ) ER O^ (atq) à" l(q) Q'tl(yq ) LA a er) 
d2+1(q ) Qt Y(yqp) ND ont lap) O7+2((p) + (xp) OP bs (neto) 
e Lp (x) |=(—1)” (16) 


orp) O?" (x) ia Or (250p. O?n(q) 0?" (ap) Oe (alc) 


Ó"(y) est ici une fonction des arguments x, x, ...x,. On trouve de méme par 
(11) pour les différences réciproques d'ordre impair 


o2 q) o3, A (o) oer, ) | à q UE! xy E à Yan) 

ON +30p) rt). Ort) ÓntXq ó"*Xxq).. ote ap) 
Q?"*g(a)|- (—1)" f : 4 : ; à Fer (16 bis) 

ond q d22+1 UP)... d22+1 an E) Qn Y (q oni a y Ort xp) | 


(16) et (r6 bis) peuvent encore se transformer. Nous nous servons de l'identité 
^ (xq) = x, 0" (q) + 0" (Pp) (17) 
qu'on dérive de l'équation 


viti Vy Pi Pi 


(2;— 2$) (ui) (ti = xa) 45 (ti — 2 (ti — 2)... (ti — X4) ^ (x;— ©). Le (2;— an) 
Considérons maintenant le déterminant numérateur de (16). On multiplie 
la (n + 1)®™ ligne par a, en y ajoutant la nime; on multiplie ensuite la nième 
ligne par 2,1 en y ajoutant la (» — r)îme, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on 
arrive à la premiére ligne qui reste invariable. On répóte ensuite la méme 
opération en recommancant par la (n + r)'"* ligne, mais cette fois on s'arréte à 
la 2ème, et on continue ainsi jusqu'à ce qu'on s'arréte enfin par la nie ligne. 
En opérant de la méme maniére sur le déterminant dénominateur on trouve 


o" (p) Oo” (vp) 202091022 (07) 
( —I)F d"+1 (xp) Orten) ent Ortl (antl op) 
WnargUnq42.5..X94 


den (qp) O24 (arbi gy) "M gen (a?”—p) 


| ot (qp) à" tl(a ep) ^ei Ort! (gl) 


Q2 (rc nT3(y*0)... et? (a qp 
(xp) (x° 9) (xp) (18) 


gen 10) o?" (a qp) os Q2 (ae cn) 
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Au moyen de (16 bis) on trouve de méme pour les différences réciproques 
d'ordre impair 
ont? (q) Ont? (xp) Ss DICES (ep) | 
à" +3 (xp) Ort (42 —p) sa 0^ t9 (xp) 
2 d . ^ ^ 
gi" [9(2)] = (— x)*zs 424245. Conds 


opel ricos) a ie) nit Da ern) 


| ot ! (qo) Q^ tl(gq) id Qntl(g" qp) 
ren) Orr Oele 
(xp) f) f) (18 bis) 


2nd (ar q) Qo t (rg) o. O27 EL (gen) 


En appliquant encore l'identité (17) nous pouvons transformer (18) et (18 bis) 
de maniére que les déterminants ainsi obtenus seront orthosymétriques. Pour 
obtenir ce résultat nous retranchons, par exemple, dans le déterminant numéra- 
teur de (18) de chaque ligne celle qui suit, en commencant d'en haut. Nous 
aurons ainsi un déterminant où les re, zieme, ziöme | lignes contiennent les fac- 
teurs 3,41, X542, Ass... respectivement. Nous divisons par ceux-ci et appliquons 
la méme opération au déterminant ainsi obtenu, en nous arrétant cette fois par 
lavant-derniére ligne; nous continuons ainsi jusqu'à ce que nous arrivons à un 
déterminant oü tous les éléments sont des différences divisées du méme ordre. 


En appliquant les mémes opérations au déterminant dénominateur nous aurons 


0? n (ep) 02 nig q nan q) | 022 (p) onn (EN rar ( | 


so CA (op (OP (rro ol) Osta) 92r (xp) ...d2* arg 
o?" [qx)] : 19 
0?" (gi qp) 027 (gt. 1p). . 92 (gy qp) 02 (ar lp) 92 (arp)... 2 (a20—209) 
par (18 bis) on trouve de méme 
2n Mg) rt v). doa (ando, | 923: 2n! aq 4 ‚Karl arg 
027+ (rp) Qan-ET erp jT 2n Up) onc \ Up) rt vy | Te oon (rt ; 
g^ Y p(w) |= : IO bis 


Quum len ) Q2 t are). ie RT) QE Yap) Q2 (al - ‚Ort! d 


A l'aide de (19) et de (rg bis) nous pouvons maintenant représenter les diffe- 
rences réciproques comme le rapport entre deux sommes de produits de valeurs 
de fonetion multipliées par certaines fonctions des différences des arguments. 
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Le déterminant numérateur dans (19), par exemple, s’écrit selon un théoréme 


connu relatif aux déterminants ! 


xy ] Po Pr +--+ Pn Vite Bs 
— VU, (25) Plon (23) 6 Nb Boro) Go A ®n) 7 


/(x,2x,...x,) indique ici le produit de toutes les différences possibles entre 
les arguments vz,z,...cx,, tandis que ‘,(x), comme plus haut, est égal à 
2 TUE TET 
1 AE 


x 


termes qui se forment du terme sous le signe de sommation en substituant à 


(v—a,)(w—a,) .. . (z—295,). La sommation est supposée étendue à tous les | 


O, I,... ^? n + I indices arbitraires choisis entre 0,1. 2,...2n-+1ı. On en aura 
de plus 

LOW Quis n ES } ( 
4m (74431) (9 —n42) sise (x5 12 n)(&, = Lae) eee (x, — X2 n) see (en Tn+1) ... (tn — x2 n) : 


Pour le déterminant dénominateur de (rg) on trouve une expression sem- 
blable de sorte qu'on a ici 
N Po (3 Wn A Lih HT 
= (1,1541)... (Lo Xen) (24 —Xn41)- -- (31222) -- (Zn —9n41)- - -(%n—L2n) 
E (fy Pisce Pret) RS ED ee 
(Z4—25) ..-(z9—3on) (t, En): (2, en) ar £n) ann) 


e"[p(x)] = (21) 


A l’aide du théorème à la fin de § 28, nous en derivons la formule d’inter- 
polation de Caucuy®” des fonctions fractionnaires. On trouvera facilement 





NS 25 Po Pr: Pn (= In+1)(&—%n +2) ee (E—%n) sn. 
Fs) nen. on) (en)... nn Cum) yy 
x Po Pa «++ Qn (To —«) (z, —2) ... (Gaa— #) iE 





= Xn) eee (= Y» n) (x, — Xn) sois (2 — %2 n) ... (rar Xn) .. (in 1% 2) 


Pour les différences réciproques nous pouvons dériver de (16) et de (16 bis) 
encore une forme nouvelle de déterminant qui se distingue surtout par ce qu'il 
ne contient que des différences divisées de la fonction (x) elle-même. Dans ces 
déterminants nous retranchons en effet, de chaque colonne la précédente mul- 
tipliée par x, en commençant par la dernière. Dans le déterminant ainsi obtenu 
nous retranchons de chaque colonne la précédente multipliée par x, en nous 


' Bazwzer: Determinanten 1870, pag. 80. 
* Caveny: Analyse algébrique. Note 5 


dedii 


BS 4 
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arrétant, cependant, cette fois par la 3'"* colonne; nous continuons ainsi jusqu'à 
ce que tous les éléments des déterminants soient des différences divisées de y, 


et nous aurons 


EN e Ln) Que lare eas ce OD) 


ON nA RE HEN), en OR rg) 


era N" 


OR (a om) a (En. Lo a) 


OLN nn) Onna de). | 


OMe Ups an vo ie + Of (Ena. + Cre) 
OR (orsa erede tese e OPE T (arem s don) 
En changeant l'ordre des colonnes ces déterminants s'écrivent 
0° (ap) On) OL (EN ek) 


re) a ke A e 001) 


epp ()] — 


OP (rua roble aar) Xen) | 


DDR aM O0 (ro. Tnt) OGC Hauts.) 


OF (arp caeno) 0 (Une... Cayo) me Old... Go) 


Noa Em) (25. 5... Ton)... 0 (25... Lon) 


On trouve de méme pour g?*+! 


Me an) Vor) ON) QUE CRE 25) | 
g"[p(z)]— CAGE TOM EEE AS) Og (Gon Att) el Er ig) 
gente Won) OR... Toni): 020 L (an, s. Kon) 
O(n Gra) ADR Cal OUT. Hart) | 
OF (pesto) Or) Oto pa e aureo) 


(23 bis) 


ont (2, ol oie Lon+1) Ont? (m, 7 onen ntl (2 358 Lon+1) 
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$ 30. Toutes ces formules s'appliquent à des différences réciproques d'ar- 
guments arbitraires y compris les cas où deux ou plusieurs arguments coincident. 
Nous allons maintenant étudier spécialement le cas où tous les arguments tendent 
vers la méme valeur. Nous désignons par »coefficient différentiel réciproque» 
la limite de laquelle s’approchent, en ce cas, les differences réciproques. Or, on 
sait que 
Hn (a) 
lim Ope) E d E 


L=LOF C1 >=" =Ly 


On trouve donc par (23) et (23 bis) 


[INOPIA (0 an 
spa) a A, Anti] [Ha As +: Ange (22) 
yy renee Con nay OD 
q 404 ee One CG, 029 Grn 
ge Ve Bene a | | A, Ay... np? bI) 
An+2 An+3 .-- O2n31 Anti Qna? «02541 


où nous avons posé 


I d'p(x) 
= r! de. 


Ces déterminants sont orthosymétriques, et nous verrons tout à l'heure que, 
pour cette raison, ils possèdent des propriétés qui les rendent spécialement 
propres à servir d'intermédiaires au calcul des coefficients différentiels réci- 
proques. 

Les autres déterminants nous permettent de dériver des formules semblables 


pour ;"[y(x)]. Considérons surtout (18) et (18 bis); par (18) on trouve 


IJ I. I 
Dog (x) = Deeg ey... A Dhpenq y] 
c n I ncl[vep(a I m1 [ 42 rp (a 
eerte] =" = (n3 110" rel Ga pi Pe ee). 
1 > TENE D 
(zal DEL he RTE an)! D?n [762% y@)] 
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I I 
yis Jn [9 ep (a: 
(n mi^ qe) (n + ri! CA 
I N+2[ > ^ = put AG 2 
(n 4 aie [rq (x)] . (n + "d ee] | (26) 
Lo Derfartp(e)] . Diner 9g (2] 
(2m)! (em)! | 


Ces déterminants peuvent se transformer en retranchant de chaque colonne 


la suivante divisée par x. Dans les déterminants transformés ainsi — sera facteur 
x 

dans toutes les colonnes; nous divisons par celui-ci et appliquons ensuite la 

méme opération aux déterminants obtenus ainsi en nous arrétant, cependant, 


cette fois à lavant-derniére colonne. En continuant de cette maniére aussi 


longtemps que possible, on finit par trouver 


(p(x) E T) [osea ye =: =; D^ [a p(x)] 
x TEE: 
72" fp (æ)] — y-2n | t! Dia p(x) 3 D ep). 
I n D ep [ I 2n [2n ; 
Drang (0) yp Dile) 
2 3 A D à ; 
zm Rn) ie o en In pi] 
DS (2)] PEG) oe 
P D» [a—! p(a)] I D? [x1 p(x) | 
(n + 1)! ; E sn it 


On trouve de méme pour les différences réciproques d'ordre impair 


I f 
31 D*e(9) E Dxq (x)] . fn E an D»*?[x?— q (x)l 
I I Prou 
pent Go] — yen qi D' oe p{x)] 5 ! D: [a ff (a ] . 
I Dn»? [;42—1 2! I D? "1f 722—72 . 
Fe [4 fra then kek SENE. Cat arzt] 
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I I er, I n on . 

ET Dy(«) zi ID?[ q (x)| re (n LT yt D sb ra tf (x )] 

= D?[xq()] : DIE (ao) 

zi LE P\ au ee : (26 bis) 
I - D fang (æ)] . I D2n+1[ 222 0 (x)] 

(n+ 1)! : (2n+1)! 


Ces déterminants sont orthosymetriques, et on notera que par leur aspects 
ils rappellent (24) et (24 bis) ce qui nous sera utile dans la suite. 


Calcul des coefficients différentiels réciproques, 
§ 31. Ce calcul peut se faire par l'application de la relation de récurrence 
121. ) — 25 (0p) 3E (n JE I)r[7" (qc )] (2) 


Mais si la loi n'est pas extrémement simple, il sera plus avantageux de 
caleuler séparément les déterminants numérateurs et dénominateurs en les déter- 
minant selon une des relations de récurrence citées ci-apres. 


Posons 


Dalles SEE 


Ay+1 Ar4+2 +++ Artntl 
Dr nee) — (27) 


| 47» OO Ay+2n 


où, comme plus haut 





| 1 d™p{x) 
ST da" c 


Nous démontrerons d'abord le théorème remarquable que voici: lon difft- 
rentie ce déterminant en augmentant par une unité tous les indices de la dernière 
ligne et en multipliant le déterminant par le nombre qui égale l'index le plus élevé 
obtenu ainsi (r + 2n + 1). 

Pour démontrer ceci. nous notons que nous avons trouvé, plus haut, 
l'identité 
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I I ' I 
ni PP) ni? [aw (xr) | 1 D [ep (a) | 
I N I 
D»! x D+! zop(x 
(n + I)! AC (n + 1)! AG] 
I I I 


D» (D) D": zo)... Dir DU 
(n 4 r)! ip(a m + r)! en) (n+ 7)! une] 


Gu—r An-r+1 +++ An 


r(r+1) Gr 
(be 


r+) An—r42 +++ An+) 


| An Gul RR) 


En différentiant le déterminant du premier membre par rapport à x, on 


obtient une somme de r+ r déterminants où chacun des termes a été formé du 


déterminant primitif, en différentiant, par rapport à x, une seule des lignes. 


Tous ces déterminants sont o excepté un; on différentie done le déterminant du 


premier membre en ne différentiant que la derniére ligne. En transformant en- 


suite le déterminant obtenu ainsi de là méme maniére que plus haut, on verra 


qu'il égale 


An—r s... An 
r(r+1) 
SRE Er) 
An +++ Antr+41 


An+1 +++ Antr+1 


On a done 


a, Ar+1 -»- Qn 
QG;44-1 Ar+2 ..-Artn+1 
“he —(r+2n—+ x) 
Goa 
Artn—-1 Aran... Ar+2n—-1 
Ar+n+1 Grtn ++ + Ar+2n41 


(29) 


Pour déterminer des relations de récurrence commodes au calcul de p,, 


nous nous servirons du théorème suivant bien connu dû à SYLVESTER. 


024 0 À 0A 04 dA 


da;;darı Hai; dam air Oars 


(30) 
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Ai, 015... Ain 
/ Ay, a Y 
An1++...-. Ann 
On trouve par cela surtout 
Pr.n+1 Pr+2.n—1 = Pr+2.n Pr.n — Drm (31) 
I ali I Uu 
Pr+1.n—1 Pr.nt1 7 r+aon Pr.n Pr+i.n ee 2n Li PrtinPrin (32) 
NE 2 , | ; 
rt2m t Dra. Pr+i.n = Pr+2.n Prin — Pr.n+1 P r+2.n—1 (33) 
EDEN ’ ; P ; 
prx. Pr+i.n = Pr+2.n Prin — Pr.n+1 Pr+2.n—1 (34) 


où p',,, désigne la dérivée de p,., par rapport à x. 
Par la combinaison de celles-ci on dérive encore une relation importante; 


en éliminant entre (31) et (32) p,.4 on trouve 


I 


I 
re Pr.n+ı° Dra29.n—17 D ral. — Pray. n—a ^ Dr. n^ Pr+2.n = 


I I S ; 
= I D. CN Dre) = >40), Dr 
* Jn Uu ien Dr.n^ Pr+2.n N nr 


d'aprés (33) le second membre égale ici 


I ] 
Pre. Print > Pr+2.n—l: 
ZA I I 1 ! 


Divisons par pr.n41, nous aurons alors, en substituant 5 -— rAretn+ıan, 


Dr.» Pr+l.n+1 = 57 x TE 5 Pr+i.n qna E = A Pr n4 Pr+im: (35) 
M. THIELE a relevé en particulier la premiere de ces relations (31) qui pre- 
sente l’avantage de ne pas contenir des coefficients differentiels. 
En general, cependant, (32) et (35) seront preferables. 
$32. De méme que de la formule d’interpolation de Newron on dérive la 
formule de Tavron, on derivera de la fraction continue d'interpolation générale 


(3) le développement suivant 


LÉ M 
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correspondant à la formule de TayLor 
Q(x-42)- px) +a,2+a,2?+ a4 25 +... 


Je désigne, dans la suite, cette fraction continue comme la fraction continue 
de M. TurkLE. Selon (24), (24 bis) et (27) on trouve maintenant 


1?" (6p (x)) = m (37) 
2 )3.n . 
pnl (op (x)) = ^ e (37 bis) 


d'où on trouve encore au moyen de (31) 


9 Pin ; 
2 j ak + 22 7L (x — 38 
(2m + 3) 7 (2 (pet (38) 
(2n + 2) r (r2 (g (x))) — — et (38 bis) 
7 


P2.n P2.n+1 


Je pose maintenant 





Po =1, p,— 44, p,— a, et généralement ps, = Don, Ponti = Pi.nti- 


Les coefficients de (36) s'exprimeront alors par des fonctions p à un seul 
indice. Au moyen de (38) on aura 
"n n pn 
(m+ 1) v (r" (p(w) = C 1) | (30) 
Pn -] pn +1 
On pourra alors écrire (36) 


Pie z (40) 
Per) =p@)+ t. 
[ [ E [ pP z 
Po Pi p; p 4 
Po Da Po PD» Po 
Pi Pa PiP Ps | 
DP D» Ps 
ic P» Pa 
PoP 
i Da Ps 
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En posant maintenant en (32) et en (35) r — r, celles-ci s’ecrivent 


> 


I , I s 
P2h —2 Pon +1 — 2 N EE à Dan—ı. Dan. -— 5 5 Pan p2n— 


! 
x Pen Pan +1 


Jon 1 p2n-42-- — 
! ! 2 Note 2n 


I 
4 peer Pan. 


Pour le calcul des fonctions p on a donc les équations suivantes 


| 
E 
5 


Pot Pi = a, Pp» 


I M Sr 
Po Ps = 3 Dil Piss Pr Pa 


I I 
Pı Pi — 4 1» P's Sess 0 (41) 


I ! I ! 
n—2 Dn +1 = )Ün—1 pn — In Pn—1- 
Du? Past Lou Pat Pu Pni 


Voici, au contraire, les formules de calcul en utilisant (31) 


pı.ı=4, piss — pid past pa Ds Dis Dire P3.2 — pa.2 

P2.1 = Ay P2.2 = pa. Par — pàa pai P2.3 = P2.2 P4.2— P3.2 (42) 
P3.1 = da P3.2 = paa ps.1— pia 

p4.1 — 04 104791— Pa P61 psa 

95.1 = a; 

P6.1 = ds 


Le schéma (41) a lavantage de ne contenir que les fonctions p apparais- 
sant dans les coefficients des fractions continues, mais, en récompense, il faut 
en déterminer les coefficients différentiels; dans le schéma (42), au contraire, il 
a fallu introduire une série de nombres auxiliaires qui ne se trouvent pas direc- 
tement dans la fraction continue de THIELE (40). Si une fonction p disparaît 
identiquement, l'une et l'autre méthodes seront illusoires les fonctions p suivan- 


1 : , er 0 . . . . 
tes prenant une forme indéterminée | | Cependant, il est facile d'indiquer la 
Oo 


condition pour que cela arrive, car, en considérant l'équation (28), on voit que 
le premier membre égalé à zéro indique la condition nécessaire pour qu'il y 


existe une relation de la forme 


du dA sum T 
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CD? p(x) + ¢, D? (a 7 (x)) 4- --- 6 D^ (x «p (x)) = o 
OU Co, ¢,,.--¢ sont des constantes arbitraires. I] faut done que (a) soit une 
fonction rationnelle fractionnée de x, car en intégrant n fois cette équation et 


en désignant par «,, @, c4, ... les constantes d'intégration on trouve 


A _9 
aq, OT + a, ANF +++ tg 


p (x) = = (4 


CHAN CR TE ae 


Si la fonction à développer en fraction continue se présente sous la forme 


fractionnaire comme le rapport entre deux séries de puissances infinies: 


DC) ee a? + as a +... 
De bb x +0, x? +... 


on déterminera les coefficients différentiels réciproques d’après les formules 


© 00, Qi, oo b a, 
ro) ro 555 ao rige). - 00,5, ail lb, & UY 
rer Dx DON caer ree By By Oy d2l [5 a: b, a, 
DONDE CDS dts Oba UD. s 
OMOMOMO b, Go Qr 90 OQ b, Go 
OMNI NA 0 Grill 10:0. D, G10) à, 
pl)  ]o à, b, a, b, a, CONGO Ga 
rx? DD Dy Ga Dy. d i |b, a, 05 à, be a: is 
DEOS bwassbra. || ta; baba, 
b, b, b, a, b, a bs Op ba bs a; 
O FO» 09 b, Ay 0.0! 0 b, A, 
| oda, lo, D, ae Ob 05. as On ull 10,405 @ Opa, 
2 zl dal Oy QA : TU dora Os Us Nl On iOn, Gy, Os | (45) 
Gao] NI Oy bi as abs Gs 0% Gs ID, D, Gs, bs a 
@, De d. Dr aı| Dy 55 a, 0, a, 


On démontre ces équations en substituant d à q; dans les formules gene- 
i 


rales (ro) et (rr) des différences réciproques; on aura alors 


on (, 2) rd az qu, 22 | | 
‘a (x) qus I 3 (46) 
c W (x) | Wi) qu. wi, Li, - «© Y PEE Tm ES qi. a? Us | 
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q GO) |" ; Pis Wr, CEE ag, webs ur 
| is Pis Li Yi, Mu. . : af Wi, LP qi| | 


(46 bis) 


En faisant tendre ici *,,2,,2,,... vers o on trouve, par un passage à la 


limite les formules ci-dessus. 


Transformations linéaires. 


8 33. Dans cette section nous allons faire voir comment se comportent les 
différences réciproques en effectuant des transformations linéaires de la variable 
indépendante ou de la fonction y. Si, dans (46) et (46 bis) on pose q;— 1 et 


écrit g; au lieu de V/;, on aura 


ea in Oia UE UE Cie eps a? | 


pe | E | Ti E (47) 
qo (x) | 1,05, diode o ee UTI Pi] 
ne s - pp Ti —] 2 LC nl ee 
gra | 1 | | Pir Vi, agi... Pis *; qi, a? Gil TOSS 
AR AERE SEE ES Du , T à 
«q (x) | r, Gi, eos Vi pi Sr el ae, a} pi] 


En comparant à (10) on verra que 


I 


lr ta) 7 eve (48) 


Donc, la différence réciproque d'ordre pair de la valeur réciproque d'une fonc- 
tion est la valeur réciproque de la différence réciproque de la fonction. 


(11) montre, au contraire, que le déterminant dénominateur de o*"*!(q (x)) 
A^ ^ 1 2n+1 I 
est le méme que celui de 9?" : 
N p (x) 


En substituant à «y; dans (10) et (11) q;--a où a est une constante, on 


trouve facilement que 
Q?" (p(w) +a) — g?" (p (x)) +a (49) 


g? (p (x) + a) = e*t (gp (2) (49 bis) 


car en retranchant, dans ces déterminants, de chaque colonne contenant les va- 
leurs de fonction Ja colonne qui ne contient que les arguments de la méme 
puissance, a disparaît complètement de 0?”+!, tandis que le déterminant numé- 
rateur de 0?” se laisse décomposer en deux dont l'un est le déterminant dénonti- 


nateur multiplié par a. En substituant, au contraire, à pj; ay;, on trouve 
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or (ap (x)) = a o?" (qp (a). (50) 
9 There 5 
ers (ap (x)= o? "+1 (op (ar). (50 bis) 


a 


On en dérive un théoréme remarquable. En combinant (48), (49) et (50) on 


trouve, en effet, si a; et b; désignent des constantes, 


oin |^; | b, 
UIS == 
5 | b, b, 
d, + — | d, + 
y Me " a,y—1 DR $ 
b, b, 
a, + (a) a, +e?" qa) 


ou bien ce qui revient au méme 





ge (pe) ot ee ele) 


y-óq(z) y+ de" G(x)’ (52) 


La difference réciproque d'ordre pair d'une fonction linéaire fractionée de q (x) 
est donc la même fonction linéaire de la difference réciproque de p (x). 
ct gg x) 
7 + à q (x) 
la forme (3) en connaissant seulement les différences récipreques de gy (x). Con- 





On peut done développer en fraction continue d'interpolation de 


sidérons spécialement le développement en fraction continue de PY A l'aide 
f “4 

de (48) et de la relation de recurrence (1) on trouve 

Qo? nl ES | c o2 n—1 | I == — n (q (x)) ] Qo? n (q (2))- fo2n*l (y (a) —0?n-—1 (q ( v)! (5 2A 

S q (x) S qf (x) Ÿ / Ÿ C WwW C. V wills. Von) 


Le premier facteur du second membre est ici égal à 9?" (x, a... %n—1 tou), 


tandis que partout ailleurs o" (y (x)) est une fonction des arguments 2,2, .. 


SI 


2 I ; ; 7r 
Cela nous permet de développer —— en une fraction continue dont les coeffi- 


q (x) 


cients sont des différences réciproques de gy (x). On trouve facilement 
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La plupart des fractions continues étudiées jusqu'ici rentrent à ce type. 
(Ex: les fractions continues de Gauss, de SvrELTJES, etc.) Les développements 
d'aprés la formule (5), au contraire, présenteront généralement une irrégularité 
au commencement. En faisant tendre tous les arguments vers a et en introdui- 
sant les fonctions p, ou trouvera la fraction continue suivante indiquée par 


M. THIELE: 


I I we a 





«q (a) = p (a) € p 1 Ve (54) 
Pio Pia Pi. Lud | 
Po. Por Por _a—a 
P1.1 Pı.2 pi. 
Do.» Po.3 
En posant po.nai— pen. Pi.nti = Pan+ı (54) prendra la forme \ 
bote Se. xb 
p(x) g(a) pi x—a 55) 
P, P. pi x — a 
Po Po tie 2; | &—a 
Di D, "DINEM 
Po Pa 


(32) et (35) montrent maintenant que p, satisfait à l'équation aux differences 
mélées 


) ERE: Qu Da — = Pn p (56) 
Dn—2 Pn41 n 4I n—1 n n n P n—1: 39 
Ici encore nous pourrons done nous servir du schéma de calcul (41) en 
posant seulement p,— a, p, — 4, p, =. 
Les théorémes (48)...(52) restent naturellement valables dans le cas limite 
4 


où tous les arguments tendent vers la méme valeur x. Notons particulièrement 


I 


eh (7) = (57) 
re) i 
Au moyen de Ja relation de récurrence (2) on en trouve 
a I y (1? n4l p (a)) 
(Fall nenne e 
de (44) et (45) on dérive en posant a, — 1, aj— 0, 4» 0 
> I P2.n 
yn | = 
(f i To.n41 (59) 


Fractions continues et différences réciproques, 75 
; )—1.n42 : 
perl | | e 2 (59 bis) 
Y (x) Pı.n+1 


où a_ı est égal à o dans P-ı.„n+2. En différentiant ces équations on trouve 


encore. 
2 I PO. n+l 
(2R +1 (| = (60 
q (x) Pı.n Pi.n+1 / 
2 I D.ni : 
2n+2)r gen Jl — : (60 bis 
| | qp (x) P9.n+1 Po.n+2 ) 


8 34. Nous avons vu l'influence qu'excercent sur les différences réciproques 
le changement du zéro et de l'unité des valeurs de fonction. Nous allons main- 
tenant étudier l'effet des changements correspondantes des arguments. 

o” ne change pas si on déplace le zéro, car il n'y entre que des différences 
entre les arguments. Si, au contraire, l'on substitue, dans (10) «x; à x; on aura 


Q2" p (x) = e?" q (x) BAUR: (61) 
On trouve de méme par (rr) 


gH qp (x) — « g?"*! q (x). (61 bis) 


We: ; : I 2 
Reste encore à étudier l'effet produit par la transformation z; — —, mais 
: = 


Tj 
nous nous bornerons ici au eas oü tous les arguments coincident. 

Nous avons désigné par P,.n (p (x)) les déterminants des coefficients diffé- 
rentiels réciproques de y (x) par rapport à x; nous désignons par 7... (q (x)) les 
déterminants correspondants des coefficients différentiels réciproques par rap- 


SCHE: : 
port à "o et nous allons chercher une relation entre p, , et ;r,.,. 


Ep appliquant la formule de SCHLÖMILCH 


d" y dr an y 


SS (en eae Ed Keen 
d (‘)" Rc ( I) x dx” 
x 


et en posant 


22 ^ ur 


on aura 


76 N. E. Nórlund. 


b, De A 
Ate ni p (2) = [Ores Pres 
Dyan E eS bron 
1 
I» i 4—1 . I D'*" r4 n—| à 
W (a (0 652) rare stan (n mST (a ( (%)) 
à I )r*n LT ien 
; ren em), aie (MEN) | ron! DE Vestre Cao yy ete cett GU HS Dre) 
I 
ren ( 4r4-n—l x r+2n (A42 1—1 (p (y 
(r +n)! D'*" (a qiix)... (Fan)! Dan. (ie) 
Or, nous avons démontré, plus haut, la relation 
I I 
Drip Wa ae =e Dr (a op (x 
p! Dg) (r+n)! a) 
I D*( yp (a I Dr (ant, (a)) 
(7 +1)! ar ne) Ze 
I D'*" (a q (x)) A I Dr*?n (x2? q (x)) 
Iir+n)! (r+2n)! 
dr Apel s+ + Ap+n 
gn ME) Orel erg s 0 po ar eoe t Cop (as (ES) 
Urn: + + « Or.R2n 
ou 
I a" p (a 
del dar 
On a donc la relation bien simple 
ym (qp (x) — (— 1)" a CRD Dy (gt ep (&)). (64) 


On en trouve, pour les coefficients différentiels réciproques 
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: U0 .n+1 (q (x)) yon+l Ponti (4 (ea 1) 


WW uno) pan (p (x).2) ee 
FD eo (0) 
Quelques invariants differentiels. 
$35. Au $ 9 nous avons indiqué la formule 
e rame 7 eden en S 


pour les differences réciproques d'ordre impair il n'existe aucune relation simple 
correspondante. Les déterminants dénominateurs de celles-ci, au contraire, ont 
une propriété remarquable que nous allons mettre en évidence. En posant dans 


le déterminant 
Igne te, Sofa. «s 22, 27 qi] (67) 


I NT 
(p;— on trouve que celui-ci égale 
Vi j 


(— rtl 
1, Ti, u peur ee Us. cir 27, amus |. (68) 
LACS er OEL 





Si l'on remplace y; par q; + a le déterminant reste invariable; mais si l'on 
remplace y; par «g; celui-ci est multiplié par «"*!. Que O(x,x,) soit la diffé- 
rence divisée de NEWTON 


Y o— Pi 
Lo — Ur 
on verra, que la quantite 
e bmp. ve, de pil 
SO == == >= V (69) 


à (2, 2) d (2, 25) 0 (m, 25) . . . 0 (2n Kent) 
admet une transformation projective 


at Du; 
Pi — ——— = 
y Ji. Ó Ww; 
c'est done un invariant. Cette propriété se conserve quand méme nous divisons 
3, par 4Z(x,2,... 2541), la fonction alternante de x, z, ... 1»441. Si, particuliere- 
ment, nous faisons tendre tous les arguments vers la méme valeur x, le dénomi- 
nateur sera la (n + r)*"* puissance du coefficient différentiel de 4, tandis que le 
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numérateur égale le déterminant dénominateur de (24 bis). On a alors la série 


suivante d'invariants différentiels 


a, 02.050, 
S Qs 
3 a, A, >. 7 xr (4 Ner Pa | | 
ad, : :;; | | a, d, Q, :Qi, 2 3 1 J :0455... (70) 
A, dx A, Q4 A, Ay 


Q5 a, a, 


ou 
I d^ (a) 
i bre ns 


An = 


La premiere en est 1, la seconde est, à une constante pres, la dérivée de 
Schwartz. Ces quantités admettent une transformation projective de la fonction 
y, mais nous pouvons dériver encore une autre série de déterminants admettant 
la méme transformation de la variable indépendante. En substituant dans le 
déterminant (67) «x; A w;, celui-ci se multiple par «" 4; il reste invariable, au 
contraire, par le changement du zéro de l’argument. Enfin, en faisant =, 
on trouve facilement 


| i, qi 2 295. - 22, qi 


| I, Pi, Vi, ViPi,--- vr ? x pi] >= aN aN aN 2n (71) 
&o1^*. eee. 9 n+1 
On voit alors que la quantité suivante 
= Le (De Die RE x} pi] 
4, = = a (72) 


2m TO (LT) (2 0 (Xon Lana) IR, as en) 





reste invariable en effectuant la transformation 





Si lon fait tendre tous les arguments vers x, on aura la série infinie suivante 


d'invariants différentiels 


A, A, Qs A, A, DIG! To 
(Rah, : Ba Maree gett} 2 
Gs | SERIES Gy 03504 carr. M CE eo. (7/3) 
Q5 As A pide : 





AnAn+1 +++ O2n—1 


qui admettent tous une transformation projective de la variable indépendante. 
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Différences réciproques de q (x) + «x et de aq). 


$ 36. En général on n'a pas de moyen d'ajouter ensemble deux fractions 
continues, bien plus, la simple addition d'une fonction linéaire de la variable 
indépendante à une fraction continue cause — Stieltjes! l'a montré — des change- 
ments de celle-ci assez radicaux. Il est, cependant, facile de traiter ce probléme 
à l'aide des différences réciproques.  Remplacons dans le déterminant (11) y, par 
ax; + qi est retranchons de chaque colonne contenant des valeurs de fonction la 
suivante, multipliée par «. Le déterminant numérateur restera invariable, tan- 
dis que le déterminant dénominateur peut se décomposer en une somme de deux 
déterminants dont l'un égale le déterminant dénominateur primitif, tandis que 
l'autre est égal au déterminant numérateur multiplié par «. On trouve done 


I I -— 
orale erac). «o? eU (ep (ac) Dis V4) 
et spécialement 
T I 7 
7241 (p(x) + ax) ESO "HM (ep (ac) toa. (75) 


En combinant la relation de récurrence (2) et (75) on trouve 


Syn A Ap aes E. r[r?"q (av)] | 
AU [qv (x) ES cc]; Er { T creel (2) ||} z fx + ar nf ()]\ 


y?" *? 0 (a5) + ca] LT r? "ly (a) +ax]={r? ER (x)]— pin (q (x)]) - dB ax pee ich (a)] 12 (78) 


$ 37. Si l'on connait les fonctions p de q(x), on peut en dériver les coeffi- 
cients différentiels réciproques de a/g (x), pourvu que 7 soit un entier. En effet, 
si dans le déterminant ?,.»41[q(x)] on substitue partout zq(x) à q(x), on trouve 


GI OO rp. ON. rn + Grpn—l 


Ts + Ar X5» À Arr] 


Tr.n41 | ve (2)] —= 


V, n 35 Gy n—1 eos e e à + + v 9n = r2 n—1 
anl — yn le BE D AME E. n+l 
Gr dA; Ar+1l = . - - - Artn 
a, Opi Qrp2 + + 2.0. Arent (79) 
Ar+n—1 Gren Qrtnt1 + + + + Ar+2n 


! Correspondance d'Hermite et de Stieltjes IT, p. 360. 1905 
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On trouve plus généralement, si / est un nombre entier positif 


Pr.nzileip(x)] 


anti — gnti-l DR fbr ( yet? 
(n+ 3) amt] — (n+i-—- I)... © 
I (n+2)(n+i—1)...(n+2)a"*!, —(n-F1—1)...(n--x)m". o (80) 
u 00 
(—ı)!(i—2)!..: 2! 1! DE pde RTE 
Gy—il Ay—it2 » 208 9 Sean 
Ayan Aytn—it+] o: + + + + UÜrx2m 


Cela se démontre facilement par induction; car en remplagant partout dans 
ce déterminant y(x) par xq(x) et en effectuant la différentiation, on aura, 


pti ( yet? 
(n + 1)attii Oo 
I (n+i)...(n --2)g9t1.. 0 
doma tacet T epu) = (à ! 5»! ! | ; 3) 
|— 1)!...2! Illa, 1b xri tren een 
Ari + WÜüroigl o. o. «+ Arin + LAranti 


| En—i—i + X0,.n—i . - Ar+2n—1 + XAr+2n 


DICHTE EA LI ETT TS (Thil 
(ni) CURE 
I (n+itr):..(n+2)r#1. 0 
lila ! ! 

2! (2 Tet ve qui GES den 

Ay—i + Artn+1 

| Oytn—i— €: . «dr 

COR Nds 


En faisant dans (So) x — o, tous les éléments des à premières lignes du de- 
terminant seront nuls sauf un; on peut done abaisser le degré du déterminant par 
i unités d’où on trouve la formule élégante 


À D». n t5 (x) jenes) = ‘ Pr—i ul4 (x) est) (81) 


où l'on doit poser x =o après la différentiation. 
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En considérant les formules (37), (38) et (59), (60) (ou les coefficients dif- 
ferentiels réciproques s'expriment par les fonctions p), on voit facilement par 


(81), qu'on a les deux relations suivantes 


1^ [xq(x)]z-o = 77 lac! 2-0 


(n + 1)r(r" [xq (x)] 1220 = nr ES (, all : (83) 


=0 


Afin de pouvoir aussi diviser une fraction continue par une puissance de 
la variable indépendante nous substituons partout dans le déterminant p, ,41|q(2)] 
a p(x) à q(v) en faisant observer que 


GE Gri), Or d, 
US E u (a) i 


x Dr 


r! 





E 


x x? 





En ajoutant, dans le déterminant ainsi obtenu, à chaque ligne la ligne précé- 


dente divisée par x, on aura 





U0.1 1:1- - - nA 
Q1 Ar+2 » + Artn+l 
—1 ^ — y—n—l Q 
Ns Gm p(x) X 8 
Prntil pi )] dy+2 Ar+3 . Ar+n+2 ( 4) 
Ar+n GrEnRAI - Aron 
où 
dr+i—1 Gy i—2 ay > 
Uil dye + SHE p IS. (85 
js Eo. E qa (— x)y*? 5) 


On pourra de nouveau traiter de la méme manière (84) en substituant 
vw lp(x) à q(x); on trouvera alors 


40.2 11.2 flag. «+ « = Un.2 
U1.1 U2.1 | Rs + + + + Ln+1.1 
—2 | eee 36 
Pr. wv “Pl xv) | = % 86 
Pr.ntıl p(x) Ar+2 Arts Art4 + . . Aptnse (86) 
Ar+n Artnt+1  drtn+2 + + Arten 


où 

3 r+i+ı ; 

En an "21 8 
ge rt (— x)? ire (87) 


> 
ii. — ri „ers is 
et ainsi de suite. Nous faisons remarquer surtout qu'en faisant tendre » vers 
æ en (84), on aura 
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lim (2" py s [27 yp (2)] j = lim 4 pr. nlp (x)]] (88) 


et généralement 
lim f23*5.5[2x-59(z)]) — hm {p.10 (a>: (89) 


c= © T= a 


Les formules (79) et (84) peuvent servir à la dérivation d'expressions de 
déterminants pour les dénominateurs et les numérateurs des réduites de la frac- 


> 


tion continue (36). Nous désignons ceux-ci par 906,(z) et $,(z) et trouvons sui- 


vant le théoréme de la fin du § 28 


gn—l zn—? Ce! KAT: 


:Pı.n (90) 


An An+1 + + - 025—1 


RT 

Gd. Eis SEO 
[X pem " » . 
Me n+1 (2) = a, a: GOOD TS : P2.n (90 bis) 


An+2 
An Anz Gon 
Roe) Aq and ER RAE 
Au do CUS Lo ne TC e 
Ian (2) 4 E nl : Pin (or) 
An ni. + + + Ain] 
Wr CR . Un 
a, Q5. 25.1. An 
o 2) = D: i8 
Ys (2) Brun Mdr (91 bis) 
An On =, lon 
ou 
1 a 2e ts = dr” 
Ay = 05 2" + a,2" + a2" TE 2° Shae ee 
An -] = = Anz” + An ie! See MET: (ta Un = Anz ae An—1 20m. SIEGE Es Ay 


Sur une transformation de la fraction continue. 


8 38. En traitant des fractions continues on a souvent besoin de diverses 
transformations. Les plus simples consistent en réductions ou en intercalations 
et supprimations de réduites en nombre fini ou infini. De telles transformations 
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ont été traitées par plusieurs auteurs, la premiere fois, sans doute, par LaGRANGE.! 
Nous traiterons ici une transformation de la fraction continue d'une tout autre 
nature, intéressante surtout par l'analogie qu'elle présente à la transformation 
d’Euler d'une série de puissances. 

On dit parfois que (36) est un développement de fraction continue suivant 
des puissances de z, parce qu'elle correspond entiérement à une série de puis- 
sance en z. Nous allons voir qu'il est possible de transformer une fraction con- 
tinue suivant des puissances de x en une fraction continue suivant des puissan- 
ces de m : d En effet dans son »Institutiones calculi differentialis» (1755) p. 
281 EULER a démontré que si 





5) An = Anti — An; Al = fi 


— i 
nl 5 


on a la relation 
Q + GT + 4,27 + a,0°+---—a,+4,2+4,24+ Air + AA See (92) 


Pour développer le premier membre en une fraction continue de la forme (40) 
on n'a qu'à déterminer ps, — Pan, Pin = pen—i. Nous désignons par qn et Qı.n 
les fonctions correspondantes formées par les coefficients du second membre, et 
nous allons chercher une relation entre les p et les g. Nous transformons pi. 
en. retranchant de chaque colonne celle qui précède en laissant invariable la pre- 
miére colonne. Dans le déterminant ainsi obtenu nous retranchons encore de 
chaque colonne la précédente en laissant invariables, cette fois, les deux premières 
colonnes, et nous continuons ainsi le plus longtemps possible. Nous transformons 
encore le déterminant ainsi obtenu en appliquant à ses lignes le méme procédé. 


On trouvera alors 


DATE On Oni Ae eco el DR AE hed a eae 
; QAO S ot] ANNE... Az) Ay AS NEA AS (a) 
Din = DAT E = 93 
2 3 N 1 = 
12.48 Ah. Att 
QU SETS n An An An... AMI 
-] 2n—2 
qr A E 2 is 
mais le dernier déterminant et justement qi,,; on aura donc 
Pi.n= Gin: (94) 


Considérons ensuite gs „: 





1 Lacrance: Mémoires de l Acad. de Berlin 1776. Voir aussi: T. N. Tuieve: Tidsskrift 
for Mathematik 1870, pag. 158. Kóbenhavn. 
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A, A. LS 
is V] I ARE AIRE (oa) 
NEE a fun 
en répétant maintenant les opérations indiquées plus haut, mais en sens inverse, 


nous transformerons celui-ci en 


ANAND fe od TT IE ET 
VÍ ss sein Gian 0 TCU 
Qqo.n = EZ e A [n 1- us An+2 = |, a; A, + n2 (96) 
A sec lon Gn An+1 An+2 don | 


mais par la comparaison de (90 bis) on voit que ce dernier déterminant est juste- 


ment le déterminant numérateur de 36,4; (1); on aura donc 
ny 
Q2.n = Pan Nan+ı (1). (97) 


Nous avons done démontré le théoréme suivant: Um développement en 
fraction continue suivant des puissances de x aux coefficients p;., et po.» et aux 


dénominateurs de réduite N,(x) peut être transformé en un développement en 


fraction continue suivant des puissances der aux coefficients qi. — Pi.n 
I ; 


et Q2.n = P2.n- 364a (1): 


Représentation des différences réciproques par des integrales. 


$ 39. Soit f(t) une fonction analytique régulière à l'intérieur d'un domaine 
K; soit 7 un contour tel que toute la région du plan non extérieure à I’ soit 
dans l'intérieur de K, on aura, suivant le théoréme de Cauchy. pour tout point 


x de cette région 


E IDEO | 
iN) E t—2x di (98) 
d'oü 
n I fs f(t) 
Dra) PE an n | (4 — xy dt. (99) 


Y 


Pour le coefficient différentiel réciproque du ni" ordre on peut indiquer une 
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expression qui présente une analogie intéressante avec cette dernière formule. 


Soit 36, (£) le nine dénominateur de réduite de (36), on aura alors 


(100) 


(t — y)rtl 


1 er 
( 


On trouve même une formule correspondante pour la différence réciproque 
du a*"* ordre à arguments arbitraires. Pour trouver celle-ci, je suppose donnée 


une série d'arguments +,%,...2,... tout arbitraires correspondantes aux valeurs 
de fonction f(z,)f(x,)...f(x4)... Désignons par N,(x) et T,(x) les niemes dé- 
nominateurs et numérateurs de réduite de (3), on aura alors (v. (6) et (6 bis)) les 
équations 
"No Xi t + 
: | an (i) F0 m, (= 0,1,2,...2n—1) (roi) 
270% t— xi 
r 
I N» xj) f (4 , 
ji ine (ai) f Pei pee ERES =) e125, 27): (102) 
2700 t — x; 
y 
Posons 
Wi, n (x) = (a — di) WEN) (x — Xn) 


Wo, n(x) = Wy (x). (103) 


En divisant dans le système d'équations (ror) la (à + 1) *"*, la (à + 2)ième, 
la (à + n + x)*"* équation par U';v;(v;), Winzilkir), -- - Win+i(tirn) respective- 
ment et en les ajoutant ensemble on trouvera 


I Non (t) m n » 
IP =: (#10, 2; -..n-- E) (104) 


le coefficient de la puissance la plus élevée de v en 7»5,(x) étant ı (voir (5)). 
Du systeme d'équations (102) on dérive de méme 


xu db 02° enr RE (UT 4520222) (105) 


le coefficient de x” en 7»,,, (v) étant 0°”. En multipliant chacune des équations 
du systéme (ro4) par une quantité arbitraire 4; et en les ajoutant ensemble, on 
aura la formule importante 
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I Non(t) Pn—1(t) HA ¥ 

Cem [re Wo, 1 (8) dt = A, + A, + + D (106) 
T 

OÙ rit) est un polynôme du (n—r)è"e degré à coefficients arbitraires; le 

coefficient de (^ —! est A,+A,+---+ An—1. Par le système (105) on obtiendra 

de même 


^ gy Non+i(t) qa (t 
[rmn 


dt=(A,+A, +: An) 0?" (rum, ...x24) (107) 
ou q,(f) est un polynôme arbitraire du »*"* degré, dans lequel le coefficient de 
la puissance la plus élevée de ¢ est A, + A, +---+ A,. Plusieurs formules remar- 
quables se laissent dériver de (106) et de (107). En posant q, (t) = Non (t) et 
(ps (t) = Nonyi(t) on aura 


2n—1 — _1 12 f(t) 
0 En jf 9,7 (o di (ro8) 
y 
2n I 73 f(t) - is 
0 Er j^ Sn +1 (4) Te Gi (108 bis) 
r 
done en général 
^n . . . T Nasi (0) 0 
Fe era) = TIL v, () dt (109) 
r 
comme analogie de la formule 
pu "Y . A I + f(t) 
0 (2, t, co Tn) E 255 | Wn (t) dt. 
'u 
En faisant dans (106) @,—1(t) = N;(t) on trouve 
ase f(t) : 
TA EY NACE ex BONO e 
| IN», (t) Ni (t) TENEO di=o <a N (110) 
r 
f(t) 
Non (t) Non —1 (t) = dt = 27 III 
| à V) ci) u 


On trouve de méme par (107) en posant q, (t) = N;(t) 


| Nan (0 Nill) goody dt =o $« 20-1 (112) 
, Tan ^" 
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t " it) 
= + | N on+1 0) Non es (0) Won (t) 


dt- = 029 (X, VUE Ton) 02" +1 (x 
270% 


Des Non): (13) 
v 
y 
On peut encore dériver une formule analogue à (113). Les dénominateurs de 
réduite satisfont, en effet, à la relation de récurrence 


Non (t) — (02551 — AT 1) Non +1 (4) Ir (t Ton) Non (4). 


"o N. t ; 
En multipliant par n UE EUR? les deux membres de cette équation et en 


271 Won (t) 


intégrant, on aura d'aprés (113) et (108 bis) 


ten 97. = Non (£) Non (t) st 
9?" 0 re fro ea) dt. (113 bis) 


On a done en general 


Na (t) NS (t) 


Uer ee 


OLS CHAAR ee net). EA (arc L, « . + Un) = 276% | f(t) 


Toutes ces formules restent valables quand méme quelques uns des arguments 
coincident. Considérons particulièrement le cas où tous les arguments v,2,... a, 
tendent vers x. 

On obtient par (109) 


"9s 
(fr) = J IO, ail!) gs (100) 


(= gy 


où 3t, (f) indique le »/*"* denominateur de réduite de (36). Maintenant les coeffi- 
cients de (36) ne sont pas les coefficients différentiels réciproques eux-mémes, 
mais leur premier coefficient différentiel ordinaire. Nous allons chercher encore 
une représentation par intégrales pour ces coefficients différentiels. 

En substituant dans la formule 





I 9 n4» (t 
2n+1 E ud an+2\ 
uie) | O7 nes dt 
r 
(an + 1) r, v? f (x). Monti (£) + (£— x) Men (t) à Non+2(t), on aura 
(2n: x), Mn (t) TENES 305, (t) 

inel = TU D yen m 
a ee 270% Ue ». [1075 q)nt? QUA a Ares zs d! 


fi ri 
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en retranchant la relation de récurrence 


yin f (aye (2m p x), v2 fa) Pret} (a) 


on trouvera 


On trouvera de méme en exprimant en 





efi) s (10) ERR ae 





> jd | qms rnt 
r 
35544 (t) par Non (t) et Neon — 1 (0) ; 
= n? 5 9 " No, t 9 DI 2 ; 
rf) re yy (0o am terit) + ar FF) 
1 
d'oü 
A 2n MNS» (t) : 
Di : f (ar) : MOST fo gen dt. (116) 


Nous avons done démontré le théorème singulier qu’on peut differentier (100) 
relativement à x en différentiant sous le signe d'intégration comme si 36,44 (t) était 
indépendant de x, pourvu quon multiplie le résultat par (— x)". 

En réduisant la fraction continue de TureLe (36) de sorte que tous les dé- 


nominateurs partiels soient r, les coefficients des numérateurs auront la forme 


I 


n (n 4 1) D (r^ f(x) : D, (r^ f(x). 


Pour ces quantités aussi on trouve une expression d'intégrale simple. Au 
moyen de (110) et de (112) on voit que l'intégrale 


f t 
| Mn+e (t) Na (t) a aoe dt 
i 
égale o, que n soit un nombre pair ou impair. En posant maintenant 2 
Wao (0) — (m+ x) v, rn f (x). Rng (t) + (0-2) Ny (2) (117) 


on trouve 
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(t qu T2 


(n 4- 1) r,r? f(x). | Mai (t) . My (t) . it) dt + (—1)""! — ÉD [rf (a)] Oo 


fü 


d'où la formule 


as á n } x sy) t 
S Dir) DE rer (a = — E | Mn (t) M41 (0) ( er t (1 18) 


CHAPITRE V. 


$ 40. Nous allons maintenant développer quelques fonctions partieulieres 
en fraction continue par la méthode des différences réciproques. Nous serons 
ainsi conduits à un grand nombre de développements dont la plupart semblent 
étre nouvelles. L'étude de la convergence de ceux-ci se fait aisément par les 
théorémes exposés au chapitre 11. 

En posant $ = o dans la fraction continue de Gauss celle-ci devient égale à 
F(a, 1, y, x). Il est maintenant facile de déterminer les coefficients différentiels 
réciproques de cette fonction. Car en posant dans (27) Chap. IV, (x) — 
F(a, 1, y, v) et aprés la différentiation x — o, on trouve 


fo xor ze) aed et ne 0) de ne) ee 2 ETM 


y ri) (yx-r42y-! yrtn 





Pr+1.n+1 = poc E) been) 


a+r+ı (eom roseo da). . (rh)... (o rtm) 
Perr (y-br--r)(y—r--2) (ytr+1)...(y+r+n) 








atr+2 (atr+2)(e+r+3) (a+r+z2)...(atrtntt) 
y-xtv42 (Y+r+2)(y+r+3) ( j...(a@+r+n +1) 


GER acne os ne (a+r+ n+1)...(atr+zn) 


aC . . . . LE 
y+r+4n-+ı (y+r+n+1)...(+r+2n) 


Désignons le déterminant par Æ(n,«, 7); quand de chaque ligne on sous- 
trait la précédente et réduit le degré du déterminant par une unité, on trouve 
a — yn! 
(n, «, y) —- - (esci) —— M4 (9r 0i 12) 
(y r4 1) r42)Y ... (yt r- nf (y r4 n4 1) 
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On détermine par cela facilement la valeur du déterminant et on trouve 


_ Jae 4 1) - (HF) I Zee) (a—y)|” (a+r+2) (=) pa 








Pre deEi)..(yrez) | ytrtntı |] ytrtnte | 
(errrn]le DER) Gr =o cta 
YHTT2N 


En substituant cette valeur dans (40). Chap. IV, on trouve 














«x 
AT ct. 
a DUE 
£ (Y+IJ(a+2)z : (1) 
y+2— nn 
vinee ee Th 
IT yt4—. 


En appliquant, au contraire, la formule de la fonction réciproque [v. (54), 
Chap. IV], on trouve 











y—I 
F (a, I, j P — aly—1)x 
TS N 1.(y—«)s 
u (a+1)y2 (2) 
TTE 4 2.(y—a+1)% 
Maro 


ce qui est un cas particulier de la fraction continue de Gauss: d'ailleurs 
(x) n'est pas essentiellement différent de (2), à l'exception du commencement 
irrégulier. Les deux fractions continues sont convergentes dans tout le plan ex- 
cepté sur l'axe des nombres réels de + 1 à +», et elles tendent vers les pre- 
miers membres. 

Au contraire, en déterminant la valeur des coefficients différentiels réci- 
proques de F(a, 1, y, x) dans le point +1 et en développant en fraction con- 


tinue, on trouve 








aer rei 

1.(2— y) (1—) di , 
(a4- 1) (e«-- 2— y) (I—x) (3) 

_ 2.3 NEE) 








= 
et 





(eh) 
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Aprés la formule (54), Chap. IV, on devait s'attendre à ce que cette frac- 
tion continue tendrait vers F(«, ı,y,x); mais en comparant avec (2) on voit 
qu'elle est, en effet, égale à 

re 


— F(o, x,« 


/—«—1I 





rpm). 


En essayant de développer une fonction en fraction continue par la méthode 
des différences réciproques, il arrive donc quelque fois, qu'on trouve une fraction 
continue qui est certainement convergente, mais qui tend vers une autre fonction que 
celle qu'on s'était. proposée de développer. Il est connu que la méme chose peut 
arriver relativement à la formule de TavroR! ou à la formule générale d'inter- 
polation de Newton. La question, s'il n'y a pourtant pas un certain rapport 
entre Ja valeur de la fraction continue et la fonction qu'on essayait de développer 
en fraction continue se présente immédiatement. Pour étudier cela nous allons 
considérer les réduites de la fraction continue de Gauss. On voit facilement que 
celles-ci sont: 








Vi(o) V. (2) — V.(0) V (n)... Palo) U,(n)— Volo) Ui (n) 
U,(0) V.(n) — U,(0) Vi (n) © U,(o) U,(n) — U, (o) U,(n) 4) 
ou 
U,(n)=Fle+tn, B--m, y--2m, x) V(n)=Fla+n, Stn+1, y+2n+1, x) 
= 7 r(y+2n) a 28 ER 
U,(n) = Ben) en (etn,Btn,ae+ß—-Y+I, 1 X) 
u T(y+2n+1) m AN 
V, (n) ee P+Nn+I,a+ß—y+ı, I—2). 
En posant maintenant %—=o on voit que ney est la fonction que nous 
1 
avons ici essayée de développer en fraction continue, tandis que la valeur de la 
fraction continue est Fe 


$ 41. Par la méthode des différences réciproques on peut encore développer 
la fonetion hypergéométrique en une fraction continue de tout autre nature. 
Il est connu que la série hypergéométrique peut s'exprimer par des fonctions J’, 
sur cn a 


! v. Jorpax: Cours d'Analyse I, p. 269. 2ieme édition, 
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EO : - Dx - 
Formons un tableau équi-distant de la fonction [x] = P ( D 22 com- 
) 
pletons celui-ci par les différences réciproques. On trouve 
0 0° o? o! 
3 I+m 3 TM 2S 
2 2 022 — [x — 2] ea he 
[ ] mem J I—m en | 
I I 2(2—m) I 
m[a—2}r— m(i+m) [r—2]"— 
; I+m Itm 2tm 
x- T 43—I m = É 7L—]I m m 
[ | ud | I—m 2—m rj oed 
I I 2(2—m) I 
m [x— 1 J"—! m(x 4-m) [x—1]7- 
: I-A Ic-m 2+m 
x am == [x m Zune oe zm 
le] I—-m ~ | I—m zm 
RAT 2(2—1) I 
m [zip m(x+m) [x] 
Idm IH 2E T 
4 T x ic m Vv m — x + I m 
[ | I—m ‚(a 1] I-—M xm 
jt I 2(2—m) I 
mir mi+m) [x 4- 1] 
rt I+m 2+m 
— DE 2 T | 2 m —|x -+ 2 m m 
| | I— zi À I—m 2— m mes 
généralement on trouve 
UE . (i4 m)(24m)...(n-- m). 4, 
U—N, Y—N4+1,...X+n)= T — ere ) 
e : i (1—m) (2—m) ... ( | | (5) 
: 2—m) (3—m) ... (n+ı—m) n +1 : 
Qi tl(g—mq», GN, v. OE I) ( Jy nm) se) aue (5 bis) 


m(x 4m)... (n+m) [x] 


ce qui se démontre facilement par l'induction, car en substituant (5) et (5 bis) 
dans la formule de récurrence: 


QHU*(—n-—r,...x-n-dri)-gP"(r—m,...x- mn)-4 


> 
pe nn =o 
gPtl(x—m,...x-4n-1)—g^tl(z—mn—1,...$ +N) 
on trouve 


ML ; (I + m)... (n + m) ? 
2n42(y —mQ——1,...2 - m - —— ur 
Qn*?(r—m—1,...9 4- m 4 1) EU gre ens 
L,2-m-.(x +m)... (etm) — c (r+ m)(2-t m)..-(m-Erg m) on 
(t— m) (2— m) ...(n + 1—m ja "| (r—m)(2—m)...(n+1—m m) 19 Tr 
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2m—1 
Si m est un nombre entier positif, ys et toutes les différences récipro- 
"e x inégal , 0 . 12 
ques plus élevées d'ordre Ji 8% deviennent | . La fonction [r]" se réduit en 
légal oo 


ce cas à x(r—1)... (x—m 4 1). 
Au contraire, si m est un nombre entier négatif [r|" devient égal à 
I 


—2 nr 
Sy Ra Toni ; tandis que je et toutes les différences réciproques 
(x r)(x42)... (x—m) li 


NIB égal : 
plus élevées d'ordre Jége deviennent 
linégal co 
Nous allons interpoler dans ce tableau, en utilisant les différences situées 
sur une ligne oblique tombante partant de l’argument x, et nous trouverons la 
fraction continue 
mz 

+2 m=[x m f  4- = = = - 
[eolit (r-m)(z—m-1i)z—r) 


DS DT (TM) ——— SIENTEN 
3+2%- a í onm Gen 2) 


3.(&+1)+2.(2-m)+- 





(2 2—m)(a— m+ 2)(z- 3) 


RACE. m)(x+2)(2-4) 


Au contraire, en utilisant les différences situées sur un zigzag horizontal 
partant de l'argument v, on trouve: 


Bible netz) Rem tr) + am 
[er — Tæ+r) I(x+2-m+ı) E (z—1)1i—m) 
„et +1)(1+m) 


j 3(@+ ye Dem) 

















ee (z+2)(2+m) 
US (TH M) 
En changeant les notations cette fraction continue s'écrit 
He Bay, M = ap 
D T al EE) 
4 
(=e) Gp) 
UNES (2+0)(2+ B) (7) 
4 (2— «) (3— 8) 


DRE 
Sm 


En interpolant la fonction réciproque on trouve de la méme manière la 
fraction continue 


5(t+2)+3(3-m)+ - 


(6) 
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F(a,ß,y+B,1)= = ANB 
Ua = 
4 — (Gre) r8) 

4 E 
az): (8) 
ST IEEE 

DO Uu EO t 
Arme 


Pour étudier la convergence de (7) nous allons considérer les équations aux 
différences: 
N»n4o Tr (2 n + I)y Non+: sls (n Er «) (n a: p) Non Z0 

No»,441— 2 No, — (n + at) (n. + p) Non1— 0: 

En posant Ns, = U(n), N», , = V (n) on déduit de ces équations par élimina- 
tion les équations aux différences suivantes de 2ième ordre 
V (n-F 2) - 0.(2n 4- 1) V (n 4 1) — (n3 — a?) (n? — B9) V (n) — o 
(2n+1) U (n 4- 2)4- 40. (n 1) - 2n(n+2)—2(y+a B—1)) U (n 1) 

—(2n-4 3) (n - 1- «) (n 1 - 8) (m—a) (n — B) U (n) = o 


ou o=27—a—P—1ı. 





Par un calcul facile on voit qu’on peut determiner les integrales parti- 
culiéres V,(n), V,(n), U,(n), U,(n) de manière que 


V, (n) 
V;(n) 


wc, (— 1) n-?9 D ed 9c, (—1) n3, 

La fraction continue (7) tend done vers F(«, 3, y, 1), si 9t (0) > o, mais vers 
une autre fonction F,, si Jt(0) <— 1; au contraire, si o > X (0) > — r, (7) oscillera, 
mais de manière que les réduites d'ordre pair tendent vers F(«, 9, y, 1) et celles 
d'ordre impair vers F,. Si 9i(0)— 0 ou si 9t(0)— — r, la fraction continue 
divergera. 

En supprimant dans (7) toutes les deux réduites, on trouve la fraction con- 
tinue remarquable 


Op 





Moz 


ar 
car yo) 





Dl(yr(y—a—f)-4 Py 














(ee)  d=2y—a—B—x (9) 
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qui est convergente pour toutes les valeurs de «, j et y sauf pour celles qui 
satisfont à la condition J0(0)— 0; mais ce n'est que si W(d)>o qu'elle tend 
vers le premier membre; en substituant — à à 0 la fraction continue ne fait que 


changer de signe. 


8 43. Nous allons maintenant considérer quelques-unes des transcendentes 
élémentaires et nous commencons par la fonction exponentielle. Soit a un nombre 


arbitraire; on peut former le tableau suivant de différences réciproques: 





. 0 0° o? o! o^ 
v—2 ar? —qr—2 ar? 
Ge 20259 2 Em 
TL a —I AT 
X—I ar! = ar! at —1 
a'? al 3a! ET. 
AT GT a—ı 
v a Sit ies a* 
du 20 7 207 
@—ıI @—-I a—ı 
x + I art! — art! art! 
a1 2g *— Sad 
Q —1I GA, a—ı 
CE 220242 —g tt? de 


généralement on à 
Q^ (r—mn,z—n-Fr,...*:- n)—(—1r)*a* 


OREL y ETE een ET) (Er). 


En utilisant pour linterpolation les différences sur une ligne oblique tom- 


bante on trouve la fraction continue suivante 


z(a— 1) a 
(gr) (gor) 








a? -—I-d 





Cop xot lese 


(z— 4)a (a — x) 


hc gu po 2 
ant C5) (0 — X) 


Au contraire, en faisant usage des différences réciproques sur une ligne 


horizontale partant de l’argument x on trouve 
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20 —ıI 
Q* —Id \ ) 


ML (10) 


2— 3)(a— 1) 


M 


2+ 


5— 


Pour étudier la convergence de cette fraction continue nous allons consi- 


dérer le systéme d’équations aux différences: 


Non+2—= (2n + 1) Nongi + (2 + n) (a — x) Non 


Non+1 — 2Non — (z — n) (a — x) Non. 
En posant ici No, = u(n), No», 1— v(n) on dérive facilement par élimination 


(2n — 1) u(n - 1) -- (2 4- 22(a — x) — 4n? (a — 1)y wu (m) 


— (a—1Yf(2n--1(z—m)(z4mn—i)w(n—1i)-o (II) 
v(n + 2) — (2m 4 x) (a -- 1) v(n +1) + (n?—2?) (a— 1)? v(n) = o (r2) 
Ces deux équations ont la méme équation caractéristique, à savoir 
P—2(a+ x)t + (d- 1) =o 


; / eat) 3 Zs 
dont les racines sont / — à + 1 + 2Va, en désignant par Va la valeur de la racine 
carrée dont la partie réelle est positive. Le rapport entre ces racines est 


Si a est o ou négatif et réel, le module de cette quantité est égal à r, mais 
pour toutes les autres valeurs de a plus petit que 1. Pour étudier aussi comment 
se comporte la fraction continue pour des valeurs réelles négatives de a, il faut 
former la transformée de LapLace de (11) et de (12) et en déterminer les racines o, 
et o, des équations déterminantes relativement aux deux points singuliers (1 4- Va)? 
et (1— Va); on trouve alors que 0, — 0, est o. (10) et done divergente si a est 
négatif réel, mais convergente pour toute autre valeur de a et pour toutes les valeurs 
de z. Mais il reste encore à démontrer que la fraction continue tend réellement- vers 








: ; = n : 
la fonction exponentielle. Posons dans (7) «=n, 8 2 et y— — —- et faisons 
re L—a 


tendre » vers l'infini, F(«, p, y, x) devient égale à 
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tandis que les deux fractions continues coincident. 


En supprimant dant (ro) toutes les deux réduites, on trouve: 





Ge a kz ony an gar: 
a^ LI ee DAE I 
Id a —S 
ke en 
a) | (r3) 
E (2-75) 
Charte 


La nième réduite de cette fraction continue est 








T(n+2) i I'(n—2) I 
T, DPG Ee case T, T+2, B puces m 2, ^, I—2, 
Nn (n + 2) d I'(n—z) i I 

Eo ud TU X EE; PU De ‚n, I—2, d 


On en déduit de plus 


T 
eee Ir (a2) (2) F(n+e, pon um 3 
N 7%. E(-Es)r(n—a) r| | 





n—2, N, 12, 


Déterminons maintenant les coefficients differentiels réciproques de la fonc- 
tion exponentielle e". Ici deux formes différentes se présentent suivant que l'ordre 
est pair ou impair. On trouve 


VADE — (— I)e Nele? zi (== 1) in e, 


La fraction continue de Turgrg donne alors 











x 
3— x . (14) 





Acta mathematica. 34. Imprimé le 17 janvier 1910. 13 





ue LS... 
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Cette fraction continue se déduit aussi en posant dans (41), Chap. III, 


B-—20,y-1;care*—rJ-zH s. I2. dE (14) est convergent pour toutes les valeurs 
de x. 


Mais on peut aussi déterminer les coefficients différentiels réciproques par 


1 : ^ y we 
rapport à ,? par la formule (64), Chap. IV, on trouve facilement 


1 
ez 
n. In =I In 


1 1 1 
y MEN ET = Nt1l yp 2092 SONORE Tog (a n 
To E (= r1) a es gs DE De (— 1) 
ou 
Qn = Pen IHN) 
et par cela Ja fraction continue 


] 1 
erte — et 


a 


c 


NE = — 


5.259, + = 


2 
Les coeffieients de la fraction continue s’expriment done par des fonctions 


besseliennes, mais non pas d'une maniére trés simple. Au contraire, en suppri- 
ment toutes les deux réduites, on trouve 


1 1 
CT = erte 2 
1 n TT 22 
et + erts 2u(a+2)+ — H 
en [20 SE (15) 
6a(a+z2)+ = 
Iox(x +2) = = 


ETC EU 


On peut encore développer la fonction exponentielle dans une autre fraction 





continue remarquable. Car en posant dans (25), Chap. III, «=k, ?—0, ;—1,« ar 
on trouve 
HH 
et — I de 
x 
Tas 
I 
Te; 
x 
I— = à 
TEE (16) 
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En supprimant toutes les deux reduites on trouve 


1 ; Ted 
LT: 
CET 2.% 
D Bit 
MESI 1 í - 
jupes 17) 
E 4 4.% 
— gi. 
4 5— x + : 


Les nominateurs et les dénominateurs des réduites de cette fraction con- 


tinue sont 








xN,(x)-— D (n + 1) —e-*Q(— x, n 4 1) 





T,(x) =e-*Q(— 2, n +1) 


en désignant par Q(v, x) la fonction Q de M. Pnvw: 


Quam) | Calme 


Q (x, n) — (n — x1)! e-* > = 


on trouve facilement 


AM | A t a? nad ts Sn “il 
Ne) J^ 2i er Al + + (—1) n1 | 
" v) Y ia v? ( - a)"| 
To) | 1! xis zi 3! + "n | 


(17) est done convergent dans tout le plan. 
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$ 43. Nons allons maintenant considérer la fonetion tg x en formant d'abord 
le schéma suivant de différences reciproques: 


p 0° 
*—2 tg (x — 2a) 
9  focosa- cos (22—32)) 
2sina' — M DU 
x—a tg (x— a) — cot (z—a) 
a í \ 
-— {cosa + cos (2x —a); 
2sina 
x tg (x) —cotx 
a 


.—— {cos a + cos (2x + a)} 
2sina 





cha te (x +a) cot (x + a) 
a 
— {cos a + cos (2x + 34)} 
2sina 
v--2a tg(x + 2a) 
e? p* p! p? 
2  (f2*cosa— 2 cos (22 — 30), -13* cos a — 3 cos (22 — 34); 
250g re E H a 251010) EE MT el 
— eot (x— a) tg(x—a) 
= (2? cos a—2 cos (2%—a)} un {3° cosa — 3 cos (22° — a)) 
2sin« 2sina“ 
— eota tga 
7. 452 ce0sa—2 cos (2x +a)! ~ {3° CoS a@—-3 cos (2% + a); 
2sina* 2sina* 
— cot (x + a) tg(x + a) 
a 
—.—— 12? eos a. — 2c08 (2X + 3a)) — — 13? cosa —3 coS$ (22: + 3a)? 
2sina‘ 3a) 2sina SON 39), 


Si lon interpole dans ce tableau, en faisant usage des différences qui se 
trouvent à un zigzag horizontal partant de l’argument x, on trouve la fraction 
continue d'interpolation: 


(2 , zsina cosec x 
tg (C+a2)=tgriı + L—— : = 
; : (2—1) sina sinw 
COQ) 
(2+1)sina cosx 
1 —_— ds + 
: (z—2)sina cosx 
3sinlz ta) 00 00 5 
"a (z+ 2)sina sine 
I Se — — 
(z—3)sina sina 
5cos(r--a) 








En supprimant toutes les deux réduites, celle-ci se simplifie essentiellement; 
on trouve 
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ztga 
By ats) 
te az 


FU)“ 
; (2°— 2°) t'a 


en — 





(18) 





Cette fraction continue peut aussi se déduire de (13) en substituant e2/¢ à u. 
3 


On voit donc que (18) converge pour toutes les valeurs de z et a, pourvu que a ne 


6 JU x . 
soit de la forme ^ + px où p est un nombre entier. 


On peut aussi déduire la fraction continue de LAMBERT par cette méthode. 
En effet, on trouve pour les coefficients différentiels réciproques les valeurs sui- 
vantes 


(— I" 


n 
r y?" to x — cos? E + | quse Apos aj — - ] 
DEZ > ae = (n + 1)sin2x 


2 
Et par-là la fraction continue: 


zcosec? + 


tg (x + 2) = tg (x) {14 
cot x — 


5 cot 2 — - 


En supprimant iei toutes les deux réduites on trouve 


(19) 


qui est convergente dans tout le plan. 


$ 44. Les coefficients différentiels réciproques de arctg a sont un peu moins 
simples. En désignant par P" (x) les polynómes de LEGENDRE je dis qu'on a 


r72” arctg (x) = (x + 2?){P™ (tx) (20) 
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5 


© 2(n4- 1)? Po (ix) POF) (ia) ey 


BE gend arctg (x) = 


Pour vérifier ces formules, il faut déterminer la dérivée de P?(r) comme 
fonction de P™ (x) et P—P (x). Je dit qu'on a la relation: 
(a2—1).D4 PU? (x) =n{r Pe? (gy) — Po) (a) — (n 4- x) [P * D (ay = PO (EN. (22) 


En effet, en différentiant la formule de récurrence de la fonction sphérique 


(n + 1) P@+) (y) — (2n + 1) x P? (x) + n PU (x) —0 


on trouve 


(n +1) D; P (zx) — (an + 1) P^ (x) — (2m + x) x Ds P (y) m D PR (yo 
en éliminant D, PU (x) et D; PU (x) par la formule (22), on trouve 
(ac? ER 1) D. P(™+1) (x) == (n SE 1) [x PO) (x) = PU (x)] 


d'où on peut conclure que (22) est valable pour toutes valeurs de n. Consi- 


dérons enfin la quantité 


D, [PU (x). P+) (g)] . 


En effectuant la différentiation et en éliminant les coefficients différentiels 


par (22) on trouve la relation 


x*— I 4 
UI DP (ax) . Pot (a) — (Pec? (a)? — (Pt (a)? (23) 
Les expressions (20) et (21) se démontrent facilement par voie d'induction, 


car en substituant celles-ci dans la formule 
D(x) =D, ri^o(z) + (2n+ 2) Dv role) (24) 


on trouve 


D, rin? arotg 2 = ! 2 (Porto in) — (Pia)? 
rc bandi (x + 2)! PO0 (ix)? I+ (PO (ia). (Pmt) (ix 2 


d'oü 
rri^**aroiga — (rcp at CPGE (pq « (25) 
Afin de démontrer aussi (21) nous écrivons n+ , au lieu de » dans (24) 


et nous substituons les expressions (25) et (21) dans celle-ci; on trouve 
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Dre arctg ze —2i(n + x)» PU a). Por9 (a) + an + 3)2z(PU*D (12) + 


+ 2(2n + 3 


3) (1 + a2) PU (tax) D, P+ (GX) 
—2i(n 4- 1)(n + 2) PO (iy) POH) (ta) + 2a(2n + 3)(n + 2) {PMH (ia)? 
=—-2i(n zi 2)? pot (ix) P+?) (ix) 


Des expressions (20) et (21) nous pouvons maintenant déduire la fraction 
continue suivante 


arctg (a+ 2)=aretgxr + - 1. BMGs) 
Tee OG a) 
+ - = 


On peut simplifier cette fraction continue essentiellement en supprimant 
toutes les deux réduites: les 


fonctions sphériques disparaissent entièrement: 
on trouve: 


arctg (x + 2) — arctg x + fs 


ng ———— 


ou 


En posant ici xo on trouve la fraction 


continue qui a servi de base 
Gauss dans ses recherches sur les quadratures: 


-- 


qui est convergente dans tout le plan excepté sur l'axe des nombres 


imaginaires 
de +3à +i et de —71 à —£o. 
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$45. La fonction ‘ de Gauss donne un des.plus beaux exemples d'un 
développement en fraction continue par la méthode des différences réciproques. 
Celle-ci se. définit par l'équation: 
r' ) 


P(x)=D loir) — P ; 


de l'équation aux differences de la fonction I’ on déduit: 


F(x4- 1) P(z)4 - 


nous pouvons done former le schéma suivant de différences réciproques: 


x —2 UJ (3. — 2) P(a—2)+2 1 (¢—2) 4 2(r 4) 

r—2 2? (x —2) 3*(y— 2) 
x—I (x — 1) P(x— 1) +2 P(x—1)+2(1 +4) 

X—1I 2? (x—1) 3? (x— 1) 

x 'P (x) Q (x) +2 V (a) + 2(r + 4) 
a 25a 32% 

uti V (3 +1) P(e+1)+2 P (2 +1)+2(14+4) 

x+I :23 (x + 1) 3? (x + 1) 
r2 P (a + 2) P(x+2)+2 P(x+2)+2(I+}) 


Par voie d’induction on démontre facilement qu'on a généralement 
Q"-l(r—mn--1,x—m-2,...2-4 n) — mx 


027 (25— N, NET, pat 1) — oso TEE NES] 





En appliquant pour linterpolation dans ce tableau les différences récipro- 


ques situées sur un zigzag horizontal, on trouve 


E 
* 


P (z 4- x) — WV (x) + 
x + 
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On aurait aussi pu déduire cette fraction continue d'une autre manière, 


car de (7) on obtient 


a I (y—a) P (y— B) —— (rc e)(x-4 B) 


N 


£ 2 (r—a)(r— B) 


en faisant tendre ici « vers o, on trouve 


j 
OV 





Dur j 
? D 
I E Bis (29) 
3% Tu 
2 
En posant maintenant y=a, j-— —z on trouve précisément la fraction con- 


tinue (28). Celle-ci est valable, si R(22 4-z— 1)» o0. En supprimant dans (28) 


toutes les deux réduites, on trouve 


- 
.€ 


P(e +2) = (x) + 2 





€: ASS EEE à 
Pot Me = ee = 
Jo 2° (2 mn = 9 (0) >o (30) 
* es: 2—3) 
5. 
u e 7.0—: 
où ó—2z +2—1ı. 
En substituant —9 à 0 la fraction continue change de signe, elle tende 





done vers ‘(1 — x — 2) — P(1—x) si R(d) <0; en se rappelant l'identité 
V (r— x) — P (x) = z cot wa 
cette expression s'écrit 
VW (x +2) + zt cot zc (x + 2) — [¥ (a) + x cot zc (2)] 


mais on voit que le tableau est satisfait par (x) + x cot wa aussi bien que 
par P (x). 
Comme 
lim € 2) = (2) 


z-0 2 








D, (x) 


on deduit de (28) 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 14 février 1910. 


106 N. E. Nórlund. 





Pourtant il y a bien des objections à faire contre cette démonstration. Mais 
on vérifie facilement l'exactitude du formule, car en transformant la fraction 
continue en série de puissances on trouve la série asymptotique bien connue 
I d DB UT SNPRA 


D, V (x) = Be SE 
Dnt (x) = 2 23 x P p zh 


2 


2 x 


ou B,, B,, B,,-.. sont les nombres de BERNOULLI. 


En supprimant toutes les deux reduites on trouve 


x: RE 


Dz | 


Mais la fraction continue tend seulement vers le premier membre quand la 
partie réelle de x est positive. 


$ 46. On peut aussi appliquer la formule (28) pour développer 
1 
ON US ITX* by x c) inan S " 
2 B(x) — | | F2 | Lud R(x) > o 
"o 


en fraction continue. 
: I > x : 
En posant dans (28) z— et en éerivant - au lieu de x, on trouve 


wt 
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1 


^ I setae x4 - 
En posant, au contraire, z — et en écrivant au lieu de x, on trouve 
2 2 
I 
2B(x)— — 
DE lis 
2 
I x 5 
5 > 
3 (x 1) (33) 
2.3 
Su Gate) — - 
Ze. 
3 7(c +1) 


: ; : I : 
Ces deux fractions continues sont valables si W(x) > .; en supprimant dans 








(32) les réduites paires et en écrivant : pue au lieu de x, on trouve 
2 ET 
8 1 TB 
2 i 
x 3 R 
An la) > o (34) 
wit x- 3 
tot 


. . r . . . E rv x . 
en supprimant, au contraire, les réduites impaires et en ecrivant - au lieu de x, 


on trouve 


223 R (x) > o (35) 


En transformant (32) à une série de puissances ! on trouve 





I ,2*— 2 — 2° — 28— 
Lc 2 Bt G9 


2% 2 x 


ou B,, B,, D,,:-- sont les nombres de BERNOULLT. 





l . - > ^ D "vid . " z ; 
Dans les Ann. de la Fac. de Toulouse t. III. Stieltjes a indiqué une méthode assez 


simple d'après laquelle on peut exécuter une telle transformation. 
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s ; m : 
Il est à remarquer, que tandis que (35) ne tend vers ZI | que si K(x) > 0, 


cette fraction continue correspond dans tout le plan à la série asymptotique (36) 


, 


ce qu'on voit facilement en substituant —a à x. 


Copenhague 1907, septembre. 


Note. 


Dans un traité sur l'interpolation que M. T. N. Triere vient de publier (Interpolations- 
rechnung. Leipzig 1909) on trouvera une exposition fort claire des fondements de la théorie 
des differences réciproques. M. Trıere y indique aussi formellement plusieurs des développe- 
ments en fractions continues dont nous avons étudié la convergence dans le dernier chapitre. 

Comme travaux se rapportant à des questions connexes à celles qui sont étudiées dans 
le présent mémoire et qui ont paru pendant l'impression de celui-ci je signale encore: 

M. Gazgrux: Sur la représentation des solutions d'une équation linéaire aux différences 
finies pour les grandes valeurs de la variable, C. R. Ac. Sc. 5 avril 1909. 

HK. nz Montessus: Les fractions continues algébriques. Acta mathematica t. 52, p. 257. 

Éwirtg Papé:; Recherches sur la convergence des développements en fractions continues 
d'une certaine catégorie de fonctions. Annales de l'école normale (3) 24 (1907) p. 341. 


Nous avons le devoir douloureux d'annoncer à nos lecteurs la mort de notre 

collaborateur 
PETER CHRISTIAN JULIUS PETERSEN 
qui a appartenu à notre rédaction dés le commencement. 

JULIUS PETERSEN naquit à Soró en Danémark le 16 Juin 1839. Il était atta- 
ché comme professeur (docent) à l'école polytechnique (Polyteknisk Laereanstalt ) 
de Copenhague 1871—1886 et comme professeur à luniversité de Copenhague 
1886—1909. 

Il a publié un grand nombre de livres d'enseignement, en partie traduits en 
plusieures langues, parmi lesquels se trouvent les travaux remarquables: 

Methoder og Theorier til Konstruktionsopgavers Lósning. Kjöbenhavn 1878. 
(traduit en allemand, francais, anglais, italien, russe, hollandais, hongrois). 

Plan Trigonometri og sphaeriske Grundformler. Kjöbenhavn 1878. 

Forelaesninger over Funktionsteori. Kjóbenhavn 1895 (traduit en allemand). 

Parmi ses autres travaux mathématiques les plus importants sont: 

Om Integralregningens Transcendenter (Tidsskr. for Math. 1876). 

Beweis eines Lehrsatzes betreffend die Integration algebraischer Differenti- 
alausdrücke beziehungsweise algebraischer Differentialgleichungen unter geschlos- 
sener Form. (Gott. Nachr. 1878). 

Om binaere Formers Kovarianter (Tidskr. for Math. 1880— 81). 

Die Steinersche Lósung der Malfattischen Aufgabe. (Crelle's Journ. 89, 1880). 

Theorie der regulären Graphs. (Acta, math. 15, 1891). 

JULIUS PETERSEN était un homme d'une rare aptitude pour les mathématiques. 
‚II vouait son beau talent plutôt au service de l'enseignement qu'au développe- 
ment de la science proprement dite et si le Danémark est un des pays oü l'en- 
seignement secondaire est à la hauteur des exigences de notre époque cela est 
du en premier lieu à l'oeuvre didactique de Jurivs PETERSEN. 


> as vow. 





arin 
4 { 
ten b 

‘ 

a 

‘ lu 
^ 

LI T 

ITA 
i 
ie. 
i 

^ int 





vi ow] [^ 
> " 
P UT 
vi f 
EDT. 
D 
uf 
‘ 
(14 
t 
NT 
% , i he 
EB 
» : 
cas uai 
1 


(ET bg ndi qn] m By se (oie n 


yita eoa e T o nd, AT a Ld 




















icum y + wv ” 
rl A WS TI rear ab diss don 
LT , ze | Ps o 2 2 Ben) jte 
ee A FR ATP FEU | 
LE * pnt orent ua = et Tiefen Wel da à FEES fu 
n PTT UTE Sd 
5M iO? muette D hier E À aeg ix) neh], LI" 
Tic A sumas Vasto" f» LUNES M 
fé Fanta, nase aber aff oran bag | 
uad "m NE 28 Aag Tarn 
DIETE Iu I vaio ape tis i" LA es a 
ihi T L'an uy a rial er ieee NT | 
forte | ok fees HDi hU e mlqu pid : 


Ain | eaim kir 


IT ui Alti Y trangia Nr: M 


ssa EU nid valo 











there my usa 1 i 177 j 
TO eee rent Fal AN. mali rar 
"tont ur AP? iir ipe xl It 


| er ie? add ora cud diem 
Ss Mani Ua A mte 3 mo 
* Foi (x Sx í TE atn aan. "1 


mite qni MOUSE Bis phis 
NONIUS YT 


BIBLIOGRAPHIE. 


Félix Alcan. 
Paris 1910. 
ParNLEVÉ, P., & Borst, E., L'aviation. Avec 52 gravures dans le texte. — 
VIII+266 pp. 8. Fr. 3,50. 
Historique de l'aviation. Le vol des oiseaux. Les orthopteres et les hélicoptères. 
Les aéroplanes sans moteur: cerfs-volants et planeurs.  L'aéroplane. La manoeuvre de 
l'aéroplane. Le rôle de l'angle d'attaque. L'avenir de l'aéroplane. Theorie de l'aéro- 
plane. Quelques principes élémentaires de mécanique. 


J. A. Barth. 
Leipzig 1909. 

Soppy, F., Die Natur des Radiums. Nach sechs an der Universität zu Glasgow 
im Jahre 1908 gehaltenen freien populüren Experimentalvorlesungen bear- 
beitet. Übers. von G. Siebert. Mit 39 Illustrationen. — XVI+272 pp. 8. 
M. 5— (geh.), M. 6— (geb.). 


A. Cabreira. 
Lisbonne 1910. 


‘ABREIRA, A., Les mathématiques en Portugal. Deuxième défense des travaux 
de A—C—. — XXXIX+118 pp. 8. 


Cambridge University Press. 
1909—10. 
Darwin, G. H., Scientific papers. Vol. 3. — XV+527 pp. 8. Sh. 15—. 
Figures of equilibrium of rotating liquid and geophysical investigations. 


FRANKLAND, W. B., Theories of parallelism. An historical critique. — XVIIT + 70 
pp. 8. Sh. 3—. 


KELVIN, ron», Mathematical and physical papers. Vol. 4. Arranged and revised 
with brief annotations by Sir Joseph Larmor. — XV.--563 pp. 8. 
Hydrodynamics and general dynamics. 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 24 novembre 1910 I 


2 Bibliographie. 


Royal Society of London. Catalogue of scientific papers 1800— 1900. Subject 
index. Vol. 2: Mechanics. LXXIIl+355 pp. 8. Sh. 15—. 

List of serial publications . . . Schedule of classification . . .: Measurement of dyna- 
mical quantities. Geometry and kinematics of particles and solid bodies. Principles of 
rational mechanics. Statics of particles, rigid bodies etc. Kinetics of particles, rigid 
bodies ete. General analytical mechanics. Statics and dynamics of fluids. Hydraulics 
and fluid resistance. Elasticity. Strength of materials, hardness, friction, viscosity, 


lubrication. 


SYLVESTER, J. J., The collected mathematical papers. Vol. 3 (1870—1883). — 
XV+688 pp. 8. Sh. 18—. 


Youna, W. H., The fundamental theorems of the differential calculus. (Cambridge 
tracts in mathematics and mathem. physics. No. 11.) — 72 pp. 8. Sh. 2. 6 d. 


Carnegie Institution of Washington. 
1909. 


LEHMER, Derrick N., Factor table for the first ten millions, containing the 
smallest factor of every number not divisible by 2, 3, 5 or 7 between the 
limits 0 and 10017000. — XIV -+476 pp. Fol. Bound in leather and buckram 
$ 20.00; unbound $.18.00. 


Gustav Fischer. 
Jena 1910. 
COUTURAT, L., Internaciona matematikal lexiko en Ido, Germana, Angla, Franca 
e Italiana. Internationales mathematisches Lexikon in Ido, Deutsch, Eng- 
lisch, Französich und Italienisch. — 36 pp. 4. M. 1,50 (geh.). 


Gauthier-Villars. 
Paris 1909—10. 
COMBEBIAC, G., Les actions à distance. (Scientia. Ser. physico-math. No. 30.) 
— 89 pp. 8. Fr. 2— (cartonne). 

Notations et formules générales. Expression de l’action exercée sur un corps 
immergé. Sphériques harmoniques. Spheres pulsantes et oscillantes. Spheres faiblement 
compressibles. — Anneaux infiniment déliés. Analogies hydroélectriques. Propos sur 
l'électricité. Les explications mécaniques en physique. Note sur le calcul des quaternions. 

OcaAGNE, M. r^, Notions élémentaires sur la probabilité des erreurs. — 27 pp. 8. Fr. 2—. 

Rappel de notions de calcul des probabilités. Théorie de la probabilité des erreurs. 


Principes de la méthode des moindres carrés. 


PERRIS, J., Traité de chimie physique. Les principes. — XXVI+299 pp. 8. 
La notion des forces. Les facteurs d'action. Le principe d'équivalence et la notion 
d'énergie. Role des facteurs d'action dans la production des changements. Le principe 


Bibliographie. D 


d'évolution. Les caractères de l'équilibre stable. Corps purs et lois des combinaisons. 
Le potentiel chimique. La regle des phases. 

PorxcARÉ, H., Leçons de mécanique céleste, professées à la Sorbonne. T. 3: Théorie 
des marées. Red. par E. Fichot. -— 469 pp. 8. 

Theorie générale des marées. Méthodes pratiques de prédiction des marées. Syn- 
thèse des observations. Comparaison avec la théorie. Marées fluviales. Étude de l'in- 
fluence des marées sur les corps célestes. 

SERRET, J. A., Cours d'algébre supérieure. 6:e éd. T. 1—2. — XIIIE4- 647, XII +694 
PDO S ME T25— 

1: Les propriétés générales et la résolution numérique des équations. Théorie 
des fractions continues. Des fractions continues périodiques. Propriétés générales des 
éq. algébr. Des éq. simultanées et de l'élimination. Propriétés des racines de l'unité. 
De la séparation des racines des éq. numériques. Du calcul des racines des équations 
numériques. Les fonctions symétriques. Theorie des fonctions symétriques. Formules 
générales relatives à la théorie des fonctions symétriques. Digression sur la décomposi- 
tion des fractions rationnelles et sur les séries récurrentes. Des fonctions alternces et 
des déterminants. Application à la théorie des équations. Développements relatifs à la 
théorie de l'élimination. 

2: Les propriétés des nombres entiers. Des congruences. Des résidus des puissances 
et des congruences binomes. Propriétés des fonetions entieres d'une variable, relati- 
vement à un module premier. Détermination des fonctions entières irréductibles, suivant 
un module premier, dans le cas oü le degré est une puissance du module. Sur la 
totalité des nombres premiers compris entre des limites données. Les substitutions. 
Propriétés générales des substitutions. Propriétés des systèmes de substitutions conju- 
guées. Des indices des systemes conjugués. Sur quelques cas particuliers de la théorie 
des substitutions. Applications de la théorie des substitutions. La résolution algebrique des 
équations. Des éq. du 3. ou du 4. degré. Considérations générales sur la résolution algé- 
brique des équations. De l'impossibilité de la résolution algébrique des éq. générales au 
delà du 4. degré. Des éq. abéliennes. Sur une classe d'équations du 9. degré résolubles 
algébriquement. 

Sturm, CH., Cours d'analyse de l'Ecole polytechnique. Revu et corrigé par E. 
Prouhet, et augm. de la Theorie élémentaire des fonctions elliptiques, par H. 
Laurent. 14:e éd., rev. et mise au courant du nouveau programme de la 
licence, par A. de Saint-Germain. T. 1—2. — XXXII+563, X+657 pp. 8. 


Fr. 15—. 
TANNERY, J., Correspondance entre Lejeune Dirichlet et Liouville. — 42 pp. 8. 
Br. 2—. 


G. J. Göschen. 
Leipzig 1909—10. 


Beurez, E. Algebraische Kurven. T. 1. Mit 57 Figuren im Text. (Sammlung 
Göschen 435). — 147 pp. 8. M. 0,80 (geb.). 


Kurvendiskussion. 


4 bibliographie. 


BoEHM, K., Elliptische Funktionen. T. 2: Theorie der elliptischen Integrale. 

Umkehrproblem. (Sammlung Göschen 61). — VII +180 pp. 8. M. 5— (geb.). 

Allgemeines. Die elliptischen Integrale als besondere Klasse der hyperelliptischen 

Integrale. Nähere Untersuchung des ellipt. Integrals 1. Gattung. Umkehrung des 

Integrals 1. Gattung. Das Integral 1. Gattung und seine Umkehrung bei reellen 
Verzweigungspunkten. Normalformen der ellipt. Integrale. Das Abelsche Theorem. 


BonwERT, F., Elementare Stereometrie. 2:te, durchgesehene Aufl. mit 119 Figu- 
ren. (Sammlung Schubert 4.). — VII+183 pp. 8. M. 2,40 (geb.). 
Stereometrie der Lage. Körperliche Ecken. Vom Rauminhalt einfacher Körper. 
Die Kugel. Die regelmässigen Körper. Der Heinzesche Zentralkórper. Körperberech- 
nung auf Grund räumlicher Anschauung. Die Simpsonsche Regel. Körperberechnung 
auf Grund algebraischer Betrachtung. Berechnung von Rotationsgebilder mit Hilfe der 
Guldinschen Regeln. Schwerpunktsbestimmungen. Die Kegelschnitte. 


Horn, J., Einführung in die Theorie der partiellen Differentialgleichungen. (Samm- 
lung Schubert 60). — VII+363 pp. 8. M. 10— (geb.). 
Lineare partielle Diff.-gl. 1. Ordn. mit » unabhängigen Veránderlichen. Partielle 
Diff.-gl. 1. Ordn. mit zwei unabhängigen Veränderlichen. — Partielle Diff.-gl. 9. Ordn. 
mit zwei unabhängigen Veränderlichen. Lineare partielle Diff.-el. 2. Ordn., insbeson- 
dere hyperbolische Differentialeleichungen. Die Fredholmsche Integralgleichung. Reihenent- 
wicklungen nach den Eigenfunktionen eines symmetrischen Kerns.  Randwertaufgaben 
bei gewöhnlichen linearen Diff.-gl. 2. Ordn. Randwertaufgaben bei elliptischen  Diff.-gl. 
der Partielle Diff.-gl. der Physik. 


SCHUBERT, H., Elementare Arithmetik und Algebra. 2:te Aufl. (Sammlung Schu- 
bert 1.). — VI+230 pp. 8. M. 2,80 (geb.). 
Die arithm. Kurzschrift. Rechnungsarten 1. und. 2. Stufe. Anwendungen der 
Rechnungsarten 1. und 2. Stufe. Quadratwurzeln und quadrat. Gleichungen. Rechnungs- 
arten 3. Stufe. Anhang. 


SCHUBERT, H., Mathematische Mussestunden. Eine Sammlung von Geduldspielen, 
Kunststücken und Unterhaltungsaufgaben mathematischer Natur. Bd 1 
(2:e Aufl.) 2—3 (3:e Aufl.) — VIII-c 199, IV--247, 265 pp. 8. geb. M. 4— 
pro Band. 





1: Zahlprobleme. 2: Anordnungs- uud Wahrscheinlichkeits-Probleme. 3: Reise- 
Probleme und geometrische Probleme. 


A. Hermann & Fils. 
Paris 1908— 09. . 
Barı, W. W. Rousz, Récréations mathématiques et problèmes des temps anciens 
et modernes. 2:e éd. française ... enrichie de nombreuses additions par J. 
Fitz-Patrick. 'T. 3: avec additions de MM. Margossian, Reinhart, Fitz-Pa- 
trick et Aubry. — 363 pp. 8. Fr. 5—. 


A | 


Bibliographie. 5 


De l'ordonnance des nombres dans les carrés magiques. Astrologie. Hyperespace. 
Du temps et de sa mesure.  Arithmétique et algèbre, La géométrie par le pliage et 


découpage du papier. 


MarGossıan, A., De l'ordonnance des nombres dans les carrés magiques impairs. 
(Procédés généraux pour leur construction immédiate.) — 131 pp. 5. 


Ulrico Hoepli. 
Milano 1910. 
Pascar, E., Lezioni di calcolo infinitesimale. T. 1: Caleolo differenziale. 3:a ed. 
riveduta. (Manuali Hoepli 178—79.) — XII+310 pp. 8. L. 3—. 

Funzioni reali di variabili reali. Derivate di una funzione. Sviluppabilità in serie 
delle funzioni. Studio dei diversi modi di variare di una funzioni nelle vieinanze di un 
punto. Alcune applicazioni analitiche. — Applicazioni geometriche. — Principii di geome- 
tria differenziale. 


Jos. Kosel'sche Buchhandlung. 
Kempten & München 1909. 


SCHUSTER, A., Einführung in die elementare Mathematik. In zwölf Vorträgen. — 
IVECO spp... s feb. M. 1. 


Mayer & Müller. 
Berlin 1909. 
KRIENELKE, K., J. H. Lamberts Philosophie der Mathematik. Halle 1909. — 101 
pp. 8. M. 2,40. 


Methuen & Co. 
London 1906. 


HucaaGriss, Sir WırLıam, The Royal Society or science in the state and in the 
schools. With 25 illustrations, — XV--131 pp. 8. 

Early history of the Royal Society. Address, 1902 — Supreme importance of 
science to the industries of the country, which can be secured only through making 
science an essential part of all education; 1903 — The relation of the Royal Society 
to the specialised scientifie societies; 1904 — The advisory relation of the Royal Society 
to the State, and the responsable publie duties which rest permanently upon the society: 
1905 — The profound influence which science, represented by the Royal Society, has 
had upon the life and thought of the world; and the place of science in general educa- 
tion. Science in education. Letter addressed to the universities ou science in education. 
Statement on scientific education by a committee of the Royal Society. List of presi- 
dents of the Royal Society. Medals awarded by the Royal Society. The library of the 
Royal Society. Historical instruments and relies. 


6 Bibliographie. 


The Open Court Publishing Company. 
| Chicago 1906. 
Portraits, eight, of eminent mathematicians. High school edition. A selection 
from the two larger portfolios of mathematicians ed. by D. E. Smith. 1906. 


Thales, Pythagoras, Archimedes, Euclid, Descartes, Newton, Napier and Pascal. 


Verlag Art. Institut Orell Füssli. 
Zürich 1910. 


REININGHAUS, FR., Kalender-Reform-Vorschlag. — 47 pp. 8. M. 0,50. 


L. W. Seidel & Sohn. 
Wien 1910. 


Muica, L, Beweis des Fermatschen Satzes. — 13 pp. 8. 


Julius Springer. 
berlin 1907—10. 


CHRISTMANN, A., & BAER, H., Grundzüge der Kinematik. Mit 161 Textfiguren — 
VIII + 131 pp. 8. geh. M. 4,80; geb. M. 5,80. 

Die Weg- und Geschwindigkeitsverhältnisse bewegter ebener Systeme. Das Bewe- 
eungssystem 1. Ordn. Das Beweg.-syst. höherer Ordn. Die Krümmungsverhältnisse der 
Punktbahnen. Behandlung einzelner Probleme. Die Beschleunigungsverhältnisse bewegter 
ebener Systeme. Der Beschleunigungszustand des ebenen Systems. Behandlung einiger 
Getriebe. Die Massenkräfte bewegter ebener Systeme. 


KourRAUscH, F. L., Einführung in die Differential- und Integralrechnung nebst 
Differentialgleichungen. Mit 100 Textfiguren und 200 Aufgaben. — VII + 
191 pp. 8. M. 6 — (geh.), M. 6,80 (geb.) 


PoskE, FR, Die Zentrifugalkraft. Ein Beitrag zur Revision der Newtonschen 
Bewegungsgesetze. (Abhandl. zur Didaktik u. Philosophie der Naturwissen- 
schaft. Hrsg. von F. Poske, A. Höfler und E. Grimsehl. Bd. 2, H. 3.) — 
80 pp. 4. M. 3 — (geh.). 


B. G. Teubner 

Leipzig 1906—10. 
BACHMANN, P., Niedere Zahlentheorie. T. 2: Additive Zahlentheorie. (B. G. Taub- 
ners Sammlung von Lehrbüchern ... der math. Wiss.... Bd 10: 2.) — X + 480 

pp. 8. geh. M. 16 —, geb. M. 17 —. 3 

Bildung von Zahlen auf additivem Wege.  hekurrente Zahlenreihen. Zerfällung 
einer Zahl in Summanden. Gleichzeitige Zerfällung mehrerer Zahlen. Relative Zerfäl- 
lungen (mod. m). — Rekursionsformeln. Zerfallungen in gleichnamige Pontenzen. Unter- 
suchungen von Liouville. Die Gleichung x” + y" == z^, ; 


Bibliographie. 


Bauer, G., Vorlesungen über Algebra. Hrsg. vom Mathematischen Verein Mün- 
chen. Mit dem Bildnis Gustav Bauers als Titelbild. 2:e Aufl. — V + 366 
pp. 8. geh. M. 11 —, geb. M. 12 —. 


Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Gleichungen. Algebraische Auflösung 
der Gleichungen. Numerische Auflösung der Gleichungen. Theorie und Anwendung der 
Determinanten. 


Bôcner, M., Einführung in die höhere Algebra. Deutsch von Hans Beck. Mit 
einem Geleitwort von E. Study. — XII +348 pp. 8. M. 7 — (geb). 


Polynome. Determinanten. Lineare Abhängiekeit. Lineare Gleichungen. Der Rang 
einer Matrix. Lineare Transformationen. Kombination der Matrices. Invarianten. 
Grundbegriffe und Beispiele. Bilineare Formen. Quadratische Formen.  Reelle quadr. 
Formen. System einer quadratischen und mehrerer linearer Formen. Paare quadr. Formen. 
Einige allgemeine Eigenschaften der Polynome. Gemeinsame Teiler von Polynomen 
in einer Veränderlichen und von binären Formen. Teiler von Polynomen in zwei oder 
mehreren Veränderlichen. Ganze rationale Invarianten. Allgemeine Sätze. Symme- 
trische Polynome. Polynome, die in Paaren von Veränderlichen symmetrisch sind. 
Elementarteiler. Aquivalenz und Klassifikation von Paaren bilinearer Formen und von 
Kollineationen. Aquivalenz u. Klassifikation von Paaren quadratischer Formen. 


Britt, A., Vorlesungen zur Einführung in die Mechanik raumfüllender Massen. — 
X + 236 pp. 8. geh. M. 7 —, geb. M. 8 —. 


Materielle Punkte und starre Massen. Raumfüllende Massen und insbesondere 
flüssige Massen. Elastisch-feste und quasi-elastische Massen. Die elektromagnetische 
Lichttheorie. 


DETTE, W., Analytische Geometrie der Kegelschnitte. — VI + 232 pp. 8. geb. M. 4 —. 


Der Punkt. Die Gerade. Die Ellipse. Die Parabel. Die Hyperbel. Bestimmung 
eines Kegelschnittes durch Punkte und Gerade. 


DzioBEK, O., Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. — X + 648 pp. 
8. geb. M. 16 —. 


Differenzenrechnung. Einführung in die Funktionenlehre. Entwicklung des Stetig- 
keitsbegriffes. Grundbegriffe der Differentialrechnung. Hauptanwendungen der Ditferential- 
rechnung. Analytische Entwicklung von Funktionen. Grundformeln der Integralrechnung. 
Metodische Integration gegebener Funktionen. Differentialgleichungen. Lösungen der 
Aufgaben. 


EckHARDT, E., Zurückfübrung der sphärischen Trigonometrie auf die Geometrie 
des ebenen Kreisvierecks. Neue Grundlegung für die Formeln der sphärischen 
Trigonometrie. — VI+155 pp. 8. geh. M. 4,40, geb. M. 5 —. 


Die Beziehungen zwischen sphärischem Dreieck und ebenem Kreisviereck. Die 
Formeln von Delambre, Neper und lHuilier u. ihre Beziehungen zum Kreisviereck. 


S Bibliographie. 


Die konstruktive Lösung der Aufgaben über das Kugeldreieck. Neue Grundlegung für 
die Formeln der spärischen Trigonometrie.  Orthogonale Substitutionen. 


ENRIQUES, F., Probleme der Wissenschaft. Übers. von K. Grelling. T. 1—2. 
(Wissenschaft und Hypothese. 11:1—2). — (X + VI) 599 + 16 pp. 8. M. 
4 — (geb.). 
1. Wirklichkeit und Logik. 
2. Die Grundbeeriffe der Wissenschaft. 


Förrt, A., Vorlesungen über technische Mechanik. Bd 6: Die wichtigsten Lehren 
der höheren Dynamik. — XII + 490 pp. 8. geb. M. 12 —. 
Die relative Bewegung. Die Bewegungsgleichungen für mehrläufige Verbände. Der 
Kreisel. Verschiedene Anwendungen. Hydrodynamik. Zusammenstellung der wichtigsten 
Formeln. | Sachverzeichnis. 


GANTER, H., & Rupio, F., Die Elemente der analytischen Geometrie. Zum 
Gebrauche an hóheren Lehranstalten sowie zum Selbstudium. Mit zahlreichen 
Übungsbeispielen. T. 1—2. — VIII + 190, X + 194 pp. 8. geb. M. 3 — 
(jeder Teil). 

1. (7:e, verb. Aufl): Die analytische Geometrie der Ebene. 
2. (4e, verb. Aufl): Die analytische Geometrie des Raumes. 


HERMANN GRASSMANN, von Friedrich Engel. Mit Portrait (Sonderabdruck aus 
dem 18. Bande des Jahresberichts der deutschen Mathematiker- Vereinigung.) 
— 15 pp. 8. geh. M. 0,80. 


HAERPFER, A., Die Probleme von Hansen und Snellius. (Abhandl. zur Geschichte 
d. math. Wissenschaften... H. 26:1) — 20 pp. 8. geh. M. 1 —. 


IGNATOWSKY, W. von, Die Vektoranalysis und ihre Anwendung in der theoretischen 
Physik. T. 1—2. (Math.-physikalische Schriften für Ingenieure... hrsg. 
von E. Jahnke. Bd. 6:1—2.). VI+ 112, IV + 123 pp. 8. geh. M. 2,60, geb. 
M. 3 — (jeder). 

T. 1. Die Vektoranalysis. T. 2. Anwendung der Vektoranalysis in der theo- 


retischen Physik. 


KırıınG, W., und HovssTrApT. H., Handbuch des mathematischen Unterrichts. 
Bd 1. — VIII+456 pp. 8. geb. M. 10 —. 

Die Axiome. Euklidische u. nichteukl. Geom. Die Grundbegriffe. Die Begriffe 
rechts» u. »links» in der Ebene. Theorie der Polygone. Der Flächeninhalt ebener 
Flächen. Die Begriffe »rechts» u. »links» im Raume. Theorie der Polyeder. Raum- 
inhalt der Körper, namentlich der Polyeder. Die uneigentlichen Gebilde der Ebene. 
Die ebenen Konstruktions-Aufgaben. Zur geometrischen Logik. Der sprachliche Aus- 
druck beim mathematischen Unterricht. Ub. den Unterricht in d. elem. Geom. Der 
erste Teil der Dreieckslehre. Behandlung der Parallelentheorie. Niedere Kreislehre. 
Die Lehre von der Flächengleichheit. Die geom. Proportionen. Theorie der Irrational- 
zahlen. Die Ähnlichkeitslehre. Kreismessung. Schnittverhältnisse u. Doppelverhiltnisse. 


bibliographie. 9 


Harmonische Punkte u. Strahlen. Pol u. Polare am Kreise. Kreispotenz. Kreisbüschel. 
Kreisbündel. Inversion in der Ebene. Das Taktionsproblem des Apollonius. 


LANCHESTER, F. W., Aerodynamik. Ein Gesamtwerk über das Fliegen. Aus dem 
Englischen übers. von C. und A. Runge. Bd 1. Mit Anhängen über die 
Geschwindigkeit und den Impuls von Schallwellen, über die Theorie des 
Segelfluges u. s. w. — XIV + 360 pp. 8. geb. M. 12 — 


Wiederstand in einer Flüssigkeit und verwandte Erscheinungen. Zähigkeit und 
Oberflàchenreibung. Die Hydrodynamik der analytischen Theorie. Flügelform und Be- 
wegung in der Peripterie. Aeroplan. Senkrechte Fiäche. Der geneigte Aeroplan. Die 
Ökonomie des Fluges. Das Aerophyll. Über die Triebkraft, den Schraubenpropeller und 
die beim Flüg verausgabte Energie. Experimentelle Aerodynamik. 


LigTZMANN, W., Stoff und Methode im mathematischen Unterricht der norddeut- 
schen höheren Schulen auf Grund der vorhandenen Lehrbücher. Mit einem 
Einführungswort von F. Klein. (Abhandl. üb. d. math. Unterricht in 
Deutschland... hrsg. von F. Klein. Bd 1, H. 1.) — XII + 102 pp. 8. geh. 
M. 2 —. 


Lip, B., Über das letzte Fermatsche Theorem. (Abhandl. zur Geschichte d. math. 
Wissenschaften... H. 26:2.) — 43 pp. 8. geh. M. 2 —. 


LoRra, G., Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven. Theorie und 
Geschichte. Autor., nach dem italienischen Manuskript bearb. deutsche Ausg. 
von Fritz Schütte. 2:te Aufl. Bd 1: Die algebraischen Kurven. (B. G. 
Teubners Sammlung von Lehrbüchern... der math. Wiss... Bd 5:1.) — 
XVIII + 448 pp. 8. geh. M. 16,50, geb. M. 18 —. 


Ebene u. körperliche Örter. Kurven dritter Ordnung. Kurven vierter Ordnung. 
Spezielle algebraische Kurven von einer bestimmten Ordnung höher als der vierten. 
Spezielle algebraische Kurven beliebiger Ordnung. 


Mrwkowskr, H., Geometrie der Zahlen. 2 Lief. (1. Lief. erschien im Jahre 1896.) — 
VIIL+ 16 pp. 8. M. 1 —. 


Inhalt des ganzen Bandes: Von den nirgends concaven Flächen. Vom Volumen 
der Körper. Körper, die infolge ihres Volumens mehr als einen Punkt mit eanzzahligen 
Coordinaten enthalten. Anwendungen der vorhergehenden Untersuchung. Eine weitere 
analytisch-arithmetische Ungleichung. 


Narorp, P., Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften. (Wissenschaft 
und Hypothese 12.) — XX +416 pp. 8. geb. M. 6,60. 

Das Problem einer Logik der exakten Wissenschaften. Das System der logischen 
Grundfunktionen. Zahl und Rechnung. Unendlichkeit und Stetiekeit. Richtung und 
Dimension als Bestimmungen der reinen Zahl. Zeit und Raum als mathematische Gebilde. 
Die zeit-räumliche Ordnung der Erscheinungen und die mathematischen Prinzipien der 
Naturwissenschaft. 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 25 novembre 1910. 2 


10 Bibliographie. 


Nerro, E., Die Determinanten. (Math.-physikal. Schriften für Ingenieure . . . hrsg. 
von E. Jahnke. Bd 9.).— VI +128 pp. 8. M. 3,20 (geh.). M. 3,60 (geb.). 
Definition und elementare Eigenschaften der Determinanten. Adjunkten. — Der 
Laplace’sche Zerlegungssatz. Berechnung der Determ. Produkt von Determ. Matrizen. 
Rang. Besondere Determ. Die linearen Gleichungen.  Resultanten; Eliminanten; Diskri- 
minanten. Lineare Substitutionen. Geom. Anwendungen. Differentiation von Determ. 

Die Funktionaldeterm. 


Papers, mathematical, from the far East. Compiled and ed. by Yoshio Mikami. 
(Abhandl. zur Geschichte d. mathem. Wissenschaften... H. 28.) — VI + 229 
pp. 8. M. 10 — (geh.), M. 11 — (geb.). 


Pascar, E., Repertorium der höheren Mathematik. 2:e... Aufl.... hrsg. von P. 
Epstein und H. E. Timerding. Bd 1: Analysis. Bd 2: Geometrie. — XV + 527, 
XVI +534 pp. 8. geb. M. 10 — (jeder Teil). 

Bd 1, H. 1: Algebra, Differential- und Integralrechnung. Arithmetik, Mengen- 
lehre, Grundbegriffe der Funktionenlehre. Kombinatorik, Determinanten und Matrices. 
Algebraische Gruppentheorie. Algebraische Gleichungen.  Invariantentheorie. Reihen, 
Produkte, Kettenbrüche. Difterentialrechnung. Integralrechnung. Differenzenrechnung. 

Bd 2, H. 1: Grundlagen und ebene Geometrie. Grundlagen d. Elementargeom. 
Ebene Kreisgeom. Übergang zur neueren Geom. Grundlagen d. analyt. Geom. Grundlagen 
d. affinen Geom. Grundlagen d. projektiven Geom. Projektive Koordinaten. Geometr. 
Rechnungsarten. Topologie. Elementare Erzeugungsweisen und Eigenschaften der Kegel- 
schnitte. Allgem. Theorie d. Kegelschnitte. Kegelschnittsysteme. Allgem. Theorie d. 
ebenen algebr. Kurven. Die Geom. auf einer ebenen algebr. Kurve. Die Punktkorre- 
spondenzen zwischen algebr. Kurven. Algbr. Korrespondenzen zwischen zwei Ebenen 
Allgem. Theorie d. ebenen Kurven 3 u. 4 Ordn. Projektive Spezialisierungen von Kurven 
4 u. 3 Ordn. Metrische Eigenschaften algebr. Kurven. Besondere Erzeugungsarten 
ebener Kurven. Metrisch spezialisierte ebene Kurven. Ebene Differentialgeom. Die 
nichteuklidische Geom. 


Perry, J., Höhere Analysis für Ingenieure. Autor. deutsche Bearbeitung von 
R. Fricke u. Fritz Süchting. 2:te verb. u. erweit. Aufl. — X + 464 pp. 8. 
geb. M. 13 —. 

Die Funktion z". Die Exponentialfunktion u. die trigonometrischen Funktionen. 
Schwierigere Aufgaben u. Lehrsätze. Tabelle der Formelzeichen. 


PorwcARÉ, H., Der Wert der Wissenschaft. Mit Genehmigung des Verfassers ins 
Deutsche übertragen von E. Weber. Mit Anmerkungen und Zusätzen von 
H. Weber und einem Bildnis des Verfassers. (Wissenschaft und Hypothese 
2.) — V+ 252 pp. 8. M. 3,60. 
Die mathematischen Wissenschaften. Die physikalischen Wissenschaften. Der 
objektive Wert der Wissenschaft. 


Scuoy, C., Beiträge zur konstruktiven Lösung sphärisch-astronomischer Aufgaben. 
Mit 3 Figuren im Text und 8 Tafeln. — VI+40 pp. 8. geh. M. 1.60. 


Bibliographie. 11 
ScHRÖDER, E., Abriss der Algebra der Logik. Bearb. im Auftrage d. deutsch. 
Mathem.-Verein. von E. Müller. T. 1—2. XI +159 pp. 8. geh. M. 4 

(jeder). 
1. Elementarlehre. 


9.  Aussagentheorie, Funktionen, Gleichungen und Ungleichungen. 


Scuur, Fr., Grundlagen der Geometrie. — X 4 192 pp. 8. geb. M. 7 
Die projektiven Postulate. Der Satz von Desargues u. die idealen Elemente. 
Zentrale Kollineation u. harmonische Punkte. Die Postulate der Bewegung u. der Satz 
von Pascal. Der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie u. das Rechnen mit pro- 
jektiven Strecken. Die metrischen Grundformeln der nicht-euklidischen Geometric. 
Das Parallelenaxiom. Begründung der allgem. Geometrie der Ebene in dieser selbst. 
Das Archimedische Postulat. 


Scuwan, Paur, Mathematische Theorie der astronomischen Finsternisse. (Math.- 
physikal. Schriften für Ingenieure... hrsg. von E. Jahnke. Bd 8. — V + 128 
pp. 8. M. 3,20 (geh.), M. 3,60 (geb.) 

Theorie und Vorausberechnung der Mondfnsternisse. Theorie und Vorausberechnung 
der Planetenvorübergänge vor der Sonnenscheibe. Theorie und Vorausberechnung der 
Sonnenfinsternisse. Theorie und Vorausberechnung der Sternbedeckungen durch den Mond. 


SCHWARZSCHILD, K., Über das System der Fixsterne. — 43 pp. 8. M. 1 —. 


SrAUDE, O., Analytische Geometrie des Punktepaares, des Kegelschnittes und der 
Fläche zweiter Ordnung. Bd 1—2. (B. G. Teubners Sammlung von Lehr- 
büchern... der math. Wiss.... Bd 30: 1—2.) — X, IV + 1000 pp. 8. Bd 
1: geb. M. 22; Bd 2: geb. M. 18 —. 

1: Die Gebilde 2. Ordn. in der Ebene: Besondere Gleichungen der Kegelschnitte 
und ihre Bedeutung. Beziehungen von Punkten und Geraden zur Kurve 2. Ordn. oder 
Klasse. Einteilung der Kurven 2. Ordn. und Klasse. Kegelschnitte in Dreieckskoordinaten. 
Die Gebilde 2. Ordn. im Raume: Gestalt und Bestandteile der Flächen 2. Ordn. 
Beziehungen von Punkten, Geraden und Ebenen zur Fläche 2. Ordn. oder Klasse. 
Einteilung der Flächen 2. Ordn. und Klasse. 

9: Die ebenen Schnitte der Flächen 2. Ordn. Konfokale Flächen und Fokaleigen- 
schaften. Flächen 2. Ordn. in Tetraederkoordinaten. 


Sturm, R., Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften. Bd 3—4. (B. G. 
Teubners Sammlung von Lehrbüchern... der math. Wiss... Bd 27: 3—4.) 
VIII + 574, IX + 486 pp. 8. geb. M. 20 — (jeder). 

Bd 3. Die eindeutigen linearen Verwandtschaften zwischen Gebilden dritter Stute. 
Bd 4. Die nichtlinearen und die mehrdeutigen Verwandtschaften zweiter und 
dritter Stufe. 


TrwERDING, H. E., Theorie der Kräftepläne. Fine Einführung in die graphische 
Statik. (Math.-physikalische Schriften für Ingenieure ... hrsg. von E. Jahnke. 
Bd 7.) — VI+ 99 pp. 8. geh. M. 2,60, geb. M. 3 —. 


19 Bibliographie. 


Verzeichnis der Schriften Leonhard Eulers bearb. von Gustaf Enestróm. Lief. 1. 
(Jahresbericht d. deutsch. Math.-Verein. Ergänzungsband 4: 1.) — 208 
pp. 8. M. 10 — (geh.). 

Die Schriften Eulers chronologisch nach den Druckjahren geordnet. (Die 2:te Lief. 
wird enthalten: Anhang zur 1. Lief.; die Schriften L. Eulers nach der Abfassungszeit 
geordnet; nach dem Inhalt geordnet; ausführliches Register; Einleitung.) 


Vogt, W., Synthetische Theorie der Cliffordschen Parallelen und der linearen 
Linienörter des elliptischen Raumes. — VII + 58 pp. 8. geh. M. 2,40. 


VOLKMANN, P., Erkenntnistheoretische Grundzüge der Naturwissenschaften und 
ihre Beziehungen zum Geistesleben der Gegenwart. Allgemein wissenschaft- 
liche Vorträge. 2:te vollst. umgearb. u. erweiterte Aufl. (Wissenschaft und 
Hypotese 9. — XXIII--454 pp. 8. M. 6— (geb.). 

Geschichtliche Rückblicke auf die Entwicklung naturwissenschaftlicher, insbesondere 
physikalischer Anschauungen u. Auffassungen. Subjektivität u. Objektivität der Erkennt- 
nis. Induktion u. Deduktion. Newton’s Axiome u. Postulate u. die an sie unter dem 
(Gesichtspunkte der Induktion u. Deduktion zu knüpfenden Erörterungen. Isolation und 
Superposition. Einführung des Begriffs der Grössenordnung. Existenz, Eindeutigkeit 
und Vieldeutigkeit der Probleme. Beziehungen zum Geistesleben der Gegenwart, insbe- 
sondere zu Philosophie, Weltanschauung, Volkswirtschaft, Staatskunst, Entwicklungsge- 
danken, Bildungstragen, Unterrichtsfragen. Weitere Beiträge zur erkenntnistheoretischen 
Würdigung des Systems der Newton'schen Mechanik. 


WEBER, H., und Wertstein, J., Encyclopädie der Elementar-Mathematik. Ein 
Handbuch für Lehrer und Studierende. Bd 1: Elementare Algebra und 
Analysis. 3:e Aufl. bearb. von Heinrich Weber. — XVIII--531 pp. 8. M. 
10— (geb.). 

Elementare Mengenlehre. Natürliche Zahlen. Die Reehenoperationen. Division 
u. Einführung der Brüche.  Irrationalzahlen. Verhältnisse. Potenzen u. Logarithmen. 
Gleichungen 1. Grades. (Quadrat. Gleichungen u. imaginäre Zahlen. Permutationen u. 
Kombinationen. Verschiedene Anwendungen. — Algebr. Gleichungen. Hauptsätze der 
Algebra.  Unbestimmte Gleichungen 1. u. 2. Grades. Kettenbrüche. Algebr. Auflösung 
kubischer u. biquadrat. Gleichungen. Genäherte Berechnung der Wurzeln numerischer 
Gleichungen. — Kreisteilung. Unmöglichkeitsbeweise. — Unendl. Reihen. Unendl. Reihen 
mit positiven u. negativen Gliedern. Unbegrenzt konvergente Reihen für die Exponen- 
tialfunktion u. die trigonometr. Funkt. Die Binomialreihe. Logarithmische Reihen. 
Unendl. Produkte. Transcendenz von e und ;r. Funktionen, Differentiale u. Integrale. 


Wipper, W., Untersuchungen über die allgemeinste lineare Substitution mit vor- 
gegebener pte Potenz. — 55 pp. 4. geh. M. 3—. 


Wien, W., Über Elektronen. Vortrag geh. auf d. 77. Versammlung deutscher 
Naturforscher u. Ärzte in Meran. 2:te, die Fortschritte d. Wissenschaft be- 
rücksichtigende, Aufl. — 39 pp. 8. geh. M. 1,40. 


Bibliographie. 13 


Vieweg & Sohn. 
Braunschweig 1898— 1909. 


FiscuEgR, O., Kinematik organischer Gelenke. Mit 77 eingedruckten Abbildungen. 
(Die Wissenschaft. Sammlung naturwissenschaftl. u. mathem. Monographien. 

H. 18.). — XII+261 pp. 8. geh. M. 8—; geb. M. 9—. 
Über die Formen der Gelenkflächen und die aus denselben sich ergebenden mög- 
lichen. Arten der Gelenkbewegungen. Über die Bewegungsfreiheit. Bewegung in speziellen 


(relenken. 


Tuomson, J. J., Elektrizität und Materie. Autor. Übersetzung von G. Siebert. 
2e verb. Aufl. Mit 21 eingedruckten Abbildungen. (Die Wissenschaft. 
Sammlung naturwissenschaftl. u. mathem. Monographien. H. 3.). — VIII +116 
pp. 8. geh. M. 3—; geb. M. 3,60. 

Darstellung des elektrischen Feldes durch Kraftlinien. — Elektrische und gebundene 
Masse. Wirkungen der Beschleunigung der Faradayschen Röhren. Die stomistische 
Struktur der Elektrizität. Konstitution des Atoms. Radioaktivität und radioaktive Sub- 
stanzen. Materie und Äther. 


WEBER, H., Lehrbuch der Algebra. 2:e Aufl. Bd 1—3. — Bd 1: XV+703 pp. 
8. geh. M. 10—; geb. M. 11,60. — Bd 2: XVI+855 pp. 8. geh. M. 12—, 
geb. M. 13,60. — Bd 3: XII+733 pp. 8. geh. M. 20—; geb. M. 22—. 

1: Die Grundlagen. Rationale Functionen. Determinanten. Die Wurzeln algebr. 
Gleich. Symmetrische Funetionen. Lineare Transformationen.  Invarianten. — Tschirn- 
hausen-Transformation. Die Wurzeln. Realität der Wurzeln. Der Sturm’sche Lehr- 
satz. Abschätzung der Wurzeln. Genäherte Berechnung der Wurzeln. Kettenbrüche. 
Theorie der Einheitswurzeln. Algebraische @rössen. Die Galois'sche Theorie. Anwen- 
dung der Permutationsgruppen auf Gleichungen.  Cyklische Gleichungen. Kreistheilung. 
Algebraische Auflösung von Gleichungen. Wurzeln metacyklischer Gleichungen. 

2: Gruppen. Allgemeine Gruppentheorie. Abel’sche Gruppen. Die Gruppe der 
Kreistheilungskörper. Cubische und biquadratische Abel’sche Körper. Constitution der 
allgemeinen Gruppen. Lineare Gruppen. Gruppen linearer Substitutionen. Gruppen- 
invarianten. Gruppen binärer linearer Substitutionen. Die Polyédergruppen. Congruenz- 
gruppen. Anwendungen der Gruppentheorie. Allgemeine Theorie der metacyklischen 
Gleichungen. Die Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung. Doppeltangenten einer 
Curve 4. Ordnung. Allgem. Theorie d. Gleich. 5. Grades. Gruppen linearer ternärer 
Substitutionen. Das Formenproblem der Gruppe Gy, und die Theorie d. Gleich. 7. 
Grades. Algebraische Zahlen. Zahlen und Functionale eines algebraischen Körpers. 
Theorie der algebraischen Körper. Beziehungen eines Körpers zu seinen Theilern. Das 
Punktgitter. Classenzahlen. Kreistheilungskörper. Abel’sche Körper und Kreistheilungs- 
körper. Classenzahl der Kreistheilungskórper. Transcendente Zahlen. 

3: Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen. — Analytischer Teil. Die 
elliptischen Integrale. Theta-Funktionen. Transformation der Theta-Funktionen. Die 
elliptischen Funktionen. Die Modulfunktionen. Multiplikation und Teilung der ellip- 
tischen Funktionen. Theorie der Transformationsgleichungen. Die Gruppe der Trans- 


14 Bibliographie. 


formationsgleich. und die Gleich. 5. Grades. Qwadratische Körper. Diskriminante. 
Algebraische Zahlen und Formen. Ideale in quadrat. Körpern. Ordnungen im quadrat. 
Körper. Aquivalenz nach Zahlgruppen. Komposition der Formen und Ideale. Geschlechter 
der quadrat. Formen. Klassenzahl in quadrat. Körpern. Komplexe Multiplikation. 
Ellipt. Funktionen und quadrat. Formen. Gaiois’sche Gruppe der Klassengleich. Berech- 
nung der Klasseninvarianten. Die Multiplikatorgleieh. in der kompl. Multiplikation. Die 
Normen der Klasseninvarianten f(w). | Cayleys Entwickelung der Modulfunktionen. 
Klassenkörper. Der Teilungskörper. — Algebraische Funktionen. Algebr. Funkt. einer 
Variablen. Funktionale. Zahlenwerte der algebraischen Funktionen. Algebr. und Abel- 
sche Differentiale. — Tabellen. 


John Wiley & Sons. 
New York 1910. 


Hancock, H., Lectures on the theory of elliptie functions. Vol. 1: Analysis. — 
XXIII--498 pp. 8. $ 5.00. 

Preliminary notions. Functions which have algebraic addition-theorems. The exi- 
stence of periodic functions in general. Doubly periodic functions. Their existence. The 
periods. Construction of doubly periodic functions. The Riemann surface, The problem 
of inversion. Elliptic integrals in general. The moduli of periodicity for the moral 
forms of Legendre and of Weierstrass. The Jacobi theta-functions. The functions sn «. 
eno, dno. Doubly periodic functions of the second sort. Elliptic integrals of the 
second kind. Introduction to Weierstrass’s theory. The Weierstrassian functions pw, 
Za. ou. The addition-theorems. The sigma-functions. The theta- and sigma-functions 

when special values are given to the argument. Elliptic integrals of the third kind. 
Methods of representing analytically doubly periodic functions of any order which have 
everywhere in the finite portion of the plane the character of integral or (fractional) 
rational functions. The determination of all analytic functions which have algebraic 
addition theorems. 


109 


ÜBER LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN. 


VON 


2 OSKAR PERRON 


in MÜNCHEN. 


$1. Eine lineare Differenzengleichung rt" Ordnung hat die Form 
(1) Dir + am D, ES QOD ares RICO at D, 2221005 


Man kann dabei die Variable » als stetig veränderlich denken; doch wollen 
wir sie in dieser Arbeit auf die ganzzahligen Werte ».— 0, 1, 2, ... beschränken. 
Es brauchen also auch die Funktionen al, ... a bloss für diese Argumentwerte 
von » definiert zu sein, wobei jedoch die Funktionswerte selbst ganz beliebig, 
auch komplex, sein dürfen. Nur wollen wir ein für alle Mal gleich hier festsetzen, 
dass die letzte dieser Funktionen, also a(?, für alle v von Null verschieden sein soll. 

Eine für » = 0, r, 2,... definierte Funktion D,, die der Differenzengleichung 
genügt, heisst ein Integral derselben. Jedes Integral ist durch seine r Anfangs- 
werte D,, D,.... D,_ı, die selbst keiner Beschränkung unterliegen, offenbar ein- 
deutig bestimmt; aber auch irgend welche späteren r aufeinander folgenden Inte- 
gralwerte Dy, Dxz+i,... Du: sind ganz willkürlich und bestimmen eindeutig 
ein Integral. Die Willkür wäre beschränkt, wenn nicht alle a) +o wären, wes- 
halb wir diese Annahme ausdrücklich gemacht haben. Insbesondere ist ein Inte- 
gral, das für r aufeinander folgende Werte von » verschwindet, identisch Null, 
was aber ebenfalls nicht mehr richtig wäre, wenn wir zuliessen, dass a) für 
einzelne Werte von v verschwindet. 

Es gibt r linear unabhängige Integrale DW, D®,... DW, und das allgemeine 


Integral hat dann die Form 
D, — c, DA + e, DO) + --- +c, DM, 


WO €,... c, willkürliche Konstanten, d. h. von v unabhängig sind. 
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Das Problem der Integration der Differenzengleichung (1) kann in gewissem 
Sinn von vorn herein schon als gelöst angesehen werden. Denn wenn die An- 
fangswerte D,, D,,... D,_; irgend wie gegeben sind, so kann man mittels der 
Differenzengleichung ja die Funktion D, rekursorisch für jeden einzelnen Wert 
von » berechnen, sodass D, für jedes endliche » als bekannt gelten darf. Man 
kann sogar sehr leicht D, auch in independenter Form darstellen, etwa als De- 
terminante. 

Während also für jeden endlichen Argumentwert » die Funktion D, bekannt 
ist, sodass hier eigentlich kein Problem mehr vorliegt, wissen wir dagegen gar 
nichts darüber, wie sich die Integrale bei unbegrenzt wachsendem » verhalten. 
Bleiben sie endlich oder wachsen sie unbegrenzt, und wie stark? Gibt es Parti- 
kulärintegrale, die langsamer wachsen als das allgemeine? Nähern sie sich einem 
Grenzwert? Oder gibt es vielleicht Partikulärintegrale, deren Verhältnis einem 
Grenzwert zustrebt? Diese und ähnliche Fragen sind hier zu beantworten, und 
die Antwort wird natürlich von dem Verhalten der Koeffizienten a(? abhängen. 
Man kann daher die allgemeinste in dieser Richtung liegende Aufgabe etwa so 
formulieren: Es soll aus dem als bekannt angenommenen Verhalten der Koeffizien- 
ten a” für lim v = c das Verhalten der Integrale für lim v — c ermittelt werden. 

Diese Problemstellung umfasst in ihrer Allgemeinheit die ganze Theorie von 
der Konvergenz der Kettenbrüche, und auch deren Verallgemeinerung, der Ja- 
cobiketten.! Andere wichtige Sätze aus diesem Gebiet verdankt man nament- 
lich den Herren PorxcaRÉ und PINCHERLE. Ich habe kürzlich in der genannten 
Arbeit in den Mathematischen Annalen ebenfalls einige Theoreme dieser Art 
bewiesen, welche im folgenden auf einfachere Weise gewonnen und zugleich erheb- 
lich erweitert werden sollen. Dabei sei bemerkt, dass es sich um solche Sätze 
handelt, die eine direkte Anwendung auf die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen zulassen, wie in einer anschliessenden Arbeit dargetan werden soll. 

Ein erster, sehr einfacher Satz, der im folgenden noch vielfach angewandt 


wird, lautet: 


Satz 1. Wenn die Koeffizienten a),...a unter einer von v unabhängigen 


endlichen Schranke bleiben, so gibt es eine Zahl M der Art, dass für jedes Integral 











! Über diesen Begriff, der übrigens im folgenden nicht weiter benutzt wird, vergleiche 
man die Arbeit des Verfassers: Über die Konvergenz der Jacobi-Kettenalgorithmen mit komplexen 
Elementen, Sitzungsberichte der math. phys. Klasse der kgl. bayer. Akademie der Wissenschaf- 
ten, Bd. 37 (1907). Ferner auch: Über lineare Differenzen- und Differentialgleichungen, Mathemat. 
Annalen Bd. 66 (1909). E 
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die Ungleichung | D,| < C M" gilt, wo C nur von den Anfangswerten D,, D,,... Dia 
abhängt.‘ 
Beweis. Durch die Substitution 


Di == Mv 
geht Gleichung (1) tiber in 
at") a a 
yer 3F M Ar ap ve Ty —2 c Cd yr O. 


Nun kann man, da die a”) unter einer endlichen Schranke bleiben, die posi- 
tive Zahl M so gross wählen, dass für alle » 


ligue Im. 


M M? Mr ^ 


I ^ 


wird. Dann ergibt sich aber aus der vorigen Gleichung, dass |.4,+,| kleiner wird 


als die grösste der Zahlen |]. |-Zial : - - [-4,+,-ı|; folglich bleiben auch die 
|4,| unter einer von » unabhängigen (aber von den Anfangswerten 4,, 4,,... Ir-ı 


natürlich abhängigen) Schranke C, und folglich | D,| € M"C. W. z. b. w. 


$3. Um die von jetzt ab zu machende Annahme über die Koeffizienten 


a) bequemer formulieren zu können, führe ich folgendes Symbol ein. Es bedeute 


t» jede für »-—0,1,2,... definierte (nicht notwendig reelle) Funktion, für 
welche 
EN 
: v 
lim I: ze I 
5 
v= o0 


ist. Dabei kann £ irgend eine reelle Zahl sein, die mit der Funktion natürlich 
eindeutig gegeben ist. Entsprechend wird man unter ( »^ } eine Funktion ver- 
stehen, deren Absolutwert rascher wüchst als jede noch so hohe Potenz von v; 


unter {7—% } eine Funktion, deren Absolutwert rascher gegen Null konvergiert 
: I : ; : : : 
als jede Potenz von -. Insbesondere wird also jede Funktion, die von einem 
y 


gewissen »-Wert ab dauernd gleich Null ist, mit ( »—9* ) zu bezeichnen sein. 
Die Koeffizienten unserer Differenzengleichung (r) nehmen wir dann in der 
Form an: 


! Wie sofort zu sehen, könnte man den Faktor C auch unterdrücken, indem man für M 
nötigenfalls eine etwas grössere Zahl wählt. Doch würde die Ungleichung dann nicht mehr 
für alle v, sondern nur für v > N gelten, wobei nun natürlich die Zahl N von Dy, D,,... Dr-ı 
abhüngt. 
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(2) a» = atv } (t= x, 2,... 0), 


wobei a;~o angenommen werden darf. Denn sollten für einen bestimmten In- 
dex i zufällig alle at? verschwinden, so kann diesem Umstand durch die Wahl 


kj; — — c Rechnung getragen werden. 
Der Koeffizient von D,4,, den wir in Gleichung (1) gleich r gesetzt haben, 
mag der Gleichfórmigkeit halber gelegentlich auch mit a(? bezeichnet werden; es 


m O°’ 
(Y 


\, sodass wir neben den Exponenten k,, k,,... k, noch 


ist dann a =1 
den weiteren 


(3) 0) 
einführen wollen. 

Es bedeute nun e denjenigen Index, für den Lk, der grösste der Exponenten 
k,. k,,...k, ist. Sollten mehrere von diesen den Maximalwert haben, so sei e 
der kleinste Index, für den dies eintritt, sodass also e eindeutig durch die For- 


derungen bestimmt ist: 


"p k; für i<e 


(4) D 
; | >%; für i>e. 
Wir versuchen dann der Differenzengleichung (r) die Form zu geben: 
Dr. Sr DONS) D, dues ee) Di. 
(5) Ar po (Dre aE QUE Teri) Dee) Ar Ft SF ne) De) 


+. 50 (Due 0 Dou bo Dy) = o, 
sodass also, wenn man zur Abkürzung 
(6) Dye + o Dyre-ı + 00 Dire » 90 D, = E, 
setzt, für E, die Differenzengleichung (r — e)'*" Ordnung 


Jo xi po JP EET xls be) Eytr—e2 Sees]; po E, z— (0) 


— 
SI 
— 


ensteht. Diese Transformation Jässt sich symbolisch als Zerlegung in Faktoren 
schreiben, wie sie analog auch bei Differentialgleichungen längst wohlbekannt ist. 
Führt man nämlich für die linken Seiten der Gleichungen (1), (6), (7) bez. die 
Symbole P(D), Q(D), R(E) ein, so lässt sich die Übereinstimmung von (r) mit 
(5) in der einfachen Gestalt ausdrücken: 


PZRQ. 
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Ist etwa e— 0, so ist die Transformation müssig; es ist eben dann der Fak- 
tor Q— 1, und P — R. Das heisst, es ist b? — af, während oj? überhaupt keine 
vorkommen. Übrigens sind in diesem Fall die Voraussetzungen von Satz 1 er- 
füllt, sodass für jedes Integral | D,| « CM" wird. 

Ist e— r, so ist die Transformation ebenfalls müssig, weil jetzt der Faktor 
R=ı und P=Q ist. Das heisst, es ist diesmal of — al", während /(? keine 
vorkommen, sodass die nachfolgenden Betrachtungen, die sich auf die Berech- 
nung und Abschätzung der of), b(? beziehen, wegfallen. 

Um nun auch, wenn o<e<r ist, die Gleichung (r) mit (5) zur Deckung zu 


bringen, hat nran das Gleichungssystem zu erfüllen: 
at == SIA, E bo 
) 2 gütr— ) g-r—e—1) (v 
an oU r—e) ak 5o ge r—e + bt 


at = gor 4 bon gore 4... 4 bi ol) 


r—e S2e—r 


) — p aga-rr—e—l 1) p(v-tr—e—2) et (x) pr) 1 
ac [gs pe 0, : ) uis Done : aR Ts Don. 056 741 


(0). — 5o) (4-1) (v) pp) 
GE bo E + 60 9 


—e— r—eSe—l 


(») — Db) g() 
a, pon aes 


Sehen wir zu, ob und wie das möglich ist. Versteht man unter v irgend 


S 


eine bestimmte Zahl, und denkt sich diejenigen 0), deren oberer Index kleiner 
als » 4- r — e ist, bereits bekannt, und zwar o(^ =o, so findet man aus den r— e 
letzten der Gleichungen (8), bei der letzten beginnend, der Reihe nach die Zahlen 
b. b. „... 6; sodann aus den e ersten Gleichungen auch o*7—9, og(*7—9, ... 
gt. Damit sind dann alle Gleichungen (8) für diesen Index » befriedigt; 
und wenn dabei QU*7—?;40 ausfällt, kann man die Gleichungen jetzt für den 


nächst höheren Index anwenden, u. s. w. Daraus ergibt sich, dass die Zahlen 


QU), Q(D,... eV ganz willkürlich bleiben, dass dann aber die b" sowie die 
QU7—0 für »-—0,1,2,... durch das System (8) vollständig eindeutig festgelegt 


sind, sofern nur bei der rekursorischen Berechnung kein o(" den Wert Null er- 
hält. Dabei sind ausserdem die Zahlen 50, wegen der letzten der Gleichungen 


(8) alle von Null verschieden. 


* Hierbei ist natürlich 6) = 1 zu setzen, während diejenigen Terme, bei denen der untere 
Index von e etwa negativ werden sollte, einfach wegfallen. 
Acta mathematica. 34. Imprimé le 16 février 1910. l 


ct 
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Für unsere Zwecke genügt es übrigens, wenn wir die Umsetzung der Gleichung 
(1) in die Gestalt (5) nicht für » —0, 1, 2,..., sondern nur für »> N bewerk- 
stelligen, wo N eine irgendwie gewählte Zahl bedeutet; dann bleiben offenbar 
die Zahlen g!M, g(N*D, , . , g(Nt77*—P9 willkürlich, während die 6% und o("*7—9 für 
„> N eindeutig bestimmt sind. 

Machen wir vorläufig die Annahme, dass k,, und also wegen (4) a fortiori 
auch die übrigen k; nicht o» sind,! so lässt sich zeigen, dass bei geeigneter Wahl 
der Zahl N und der willkürlichen Elemente für alle »(> N) die Ungleichungen 


gelten: 
jeer lose 


Jo | = K; yMax (ko, ha,» 45) (j =, 2 M ee I) 


wo die K; gewisse positive Konstanten sind.? 

Während diese Ungleichungen an Brauchbarkeit nichts verlieren, wenn wir 
alle Zahlen A; durch eine einzige, etwa die grösste unter ihnen ersetzen, wird es 
für den Beweis wesentlich sein, sie in folgender Weise zu fixieren: Wir setzen 








(9) 8 Max AG, 
i=e+1 | de 
(10) 210 = A. 
und definieren dann K,, K,,... Ae rekursorisch durch die Gleichungen 


2|a,/+ H=K, 
(11) 2|a,] ir Ht AK, = kK, 
2 |@e-1| + À + HK, + HK,4+.-.+ HKe — Ke. 
Um nun zunächst die Zahl N in geeigneter Weise festzulegen, beachte man, 


dass wegen (2) für genügend grosse v 


(12) Jat? | >= lac] (y + r — eX 





! Die Modifikationen, welche die folgenden Erórterungen im Fall £, — + erleiden, wer- 


den am Schluss von § 4 kurz auseinandergesetzt werden. 


j 
* Mit dem Symbol Max (ho, kı,...%;) oder auch Max 7; wird die grösste der Zahlen ko, 


$— 


j 
kiss k; bezeichnet. Analog mit Min (ko, k,.., kj) oder auch Min 7; die kleinste. 


i= 
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BY 4 | y Max (lj, ko (1 : | 
(13) ja] € 2 | a; | vex t; Ro) (i—r,2,... r) 


wird;! in der zweiten Ungleichung darf der Exponent von » deshalb nicht ein- 
fach gleich k; gewählt werden, weil ja k; = — « sein kann. Da des weiteren 


nach der Definition des Index e gewiss 
Kan Maxi er) 
ist, so wird ausserdem für grosse 1 
I 
Max (ko, kt, - «15 —1) 5 |a.] 
I: ; < er = 
(14) phe Maxim KG AG TR) 


HEN Chie ERA eee EE ELK CE) west m — e — J MAX Uo +. ken) 


1 
= « -|ae| (v 4- 7— eye. 
4 
Wir wählen jetzt die Zahl N so gross, dass die Ungleichungen (12) bis (15) 
für y > N sämtlich erfüllt sind. Die willkürlichen Zahlen o, g(N*0, , , , g(N*r-e-b 


dagegen wählen wir derart, dass sie den zu beweisenden Ungleichungen für v—N, 
N+1,...N+r-e—ı von selbst genügen. Dass diese Ungleichungen dann 
auch für y ^ N - r— e gelten, lässt sich durch vollständige Induktion beweisen. 
Nehmen wir also an, dass für einen festen Index »(> N) die Ungleichungen 





Jest? [> Lael Gr + ie (i—0, 1,...r—e 
(16) 


Jeet? | < K;( y+ 7) Max (Ko, kı,. ej) 


bestehen, was ja für » — N wegen unserer Wahl der willkürlichen Grössen bereits 
feststeht. Dann ist bloss noch zu zeigen, dass hieraus auch 


jen > Tale r— er 


losen = K;(v SE e)Max Uto, fen, . . 75) (j —1,2,...e—ı) 


gefolgert werden kann. 
Nun ergibt sich zunächst aus der letzten der Gleichungen (8): 





! Hierzu bemerke ich, worauf mit Rücksicht auf Späteres zu achten ist, dass Ungleichung 
(13) für = e nicht beansprucht wird. 
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a o 5 
bo z 


re gm)? 
Se 


und also, wenn man Zähler und Nenner der rechten Seite nach den Formeln 
(13), (16) abschätzt: 


2 l«-| Max (hy, Too) 5 








I 
eb 


wo G wieder die in Gleichung (9) festgesetzte Bedeutung haben soll. Allgemeiner 
erhält man, wenn man die (e + i)'® der Gleichungen (8) nach b auflóst: 


" (n). r—e—i o@tr—e—i—j) 
Biers SS ya et 
‘ oU r—e—i) t+j g(xr—e—i) ? 
Se j=l Se 
wobei indes die Fussnote pag. 113 zu beachten ist. Schätzt man nun die a und o 
wieder nach den Formeln (113), (16) ab, so kommt: 


jure Zend nt este Say CE nen 
i M I x5 itj I zT ’ 
|ae|(v  r— e— iy = |ae|(v + r—e— ile 
4 4 
wobei À 1 Zu setzen, und im übrigen die Summe nur soweit auszudehnen ist, 
0 ? 


als die Indices der K nicht negativ werden. Das Glied vor dem Summenzeichen 
ist nun wieder - G, während die Quotienten unter dem Summenzeichen nach 
(14) alle keiner als 1 sind. Man erhält daher 


[ope e p p] e e pen, 


Hieraus folgt aber für i— r—e-— 1, r—e—2,...2,1 sukzessive, da ja be- 


reits [B® |< G. gezeigt ist: 


=—e—1 


[om Jes 2G, ER) vire NÉS EL 
Daher ist a fortiori allgemein (siehe Definitionsgleichung (10)): 
(17) [0 | < 27-16 = H (ro): 


Weiter schliesst man nun aus der et unter den Gleichungen (8): 


Te. 
Q) | < | oGr—e) WO) gQ4r—e—;j) 
ja s pert] e X opes]. 
£l 
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also erst recht nach (12), (16), (17): 


desde Fr— e)ke 


r—e 
d foo 9| + HN, Key (7 me — z)Max (to, la, ej) 
j=l 


<jowtr-0[ + H (Kea + Kent + Ky +1) n n e 1) bye 


€ [ottr-9 | + Yael" +y—e)*e (nach Ungleichung (15)). 
e 4 > 


Das besagt aber: 
ane I ' > 
(18) Moos al Cr pe eye, 
4 
Endlich folgt noch aus der jt der Gleichungen (8): 
r—e 
Jam |> lee == DHL (= 105 p T). 

il 

Daher a fortiori nach (13), (16), (17): 
r—e 


er] « 2|a;| var 65/9 + H > Kj-i(v +r 


i=] 


e 2 )Max (Ko, ha, + kj i " 





Der grósste der hier auftretenden Exponenten ist offenbar gleich 


Masken er 2) EZ Oe 


sodass erst recht die Ungleichung besteht: 
er] «ele [a;] + H(1i+ Ke + K,+...+ K;_1)](» + r— e)Max (o, fa... I5) 


Nach der Definition der Zahlen K; durch die Gleichungen (rr) besagt dies 
aber nichts anderes als 


(19) leer] «x JA M Eum e)Max (ko, ke, .. kj) t 


Die Ungleichungen (18) und (19) sind nun aber gerade diejenigen, welche 
bewiesen werden sollten. Dadurch ist die Allgemeingiltigkeit der Ungleichungen 
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I 
of) > |a. pre 
4 
lo | Fa K; Max (Ko, las... Ay (j —I,2,...6-— I) 


für »> N dargetan, und zugleich hat sich in (17) das weitere wichtige Resultat 
ergeben, dass die b(? absolut alle unter einer von v unabhängigen Schranke H 


bleiben. 
Diese Endresultate gelten nun auch wieder für e — o und e=r, in welchen 
Fällen ja 6 — al bez. o — al”) ist, sodass für diese Fälle unsere Resultate 


bereits in den Formeln (2) stecken. 

$ 3. Beim Studium gewisser Partikulärintegrale wird uns ein Reziprozitdts- 
prinzip von Nutzen sein, das wir zunächst herleiten wollen. Seien x,, 2, $5, ... 
Yor Ms Yor ss. zwei Serien von unendlich vielen Variabeln, welche durch ein Glei- 


chungssystem der Form 


y» = cim, + Mauss + Many + 0. (VO 2) 
LA 


mit einander verbunden sind. Die Umkehrung dieses Systems suchen wir durch 


den Ansatz 


x, = BM ay + AM Ya + dU Yoga + (vo, moo) 


zu bewerkstelligen. Um die Koeffizienten d ohne Rücksicht auf Konvergenz 
rein formal zu berechnen, kann man auf doppelte Weise verfahren. Einmal 


setzen wir 
Ye Na era 
Hv — CE Ar coto RU ct, s rimo 


jv42 = WIDE + CFD, + clot aga des 


multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach mit d(?, dC, do, ... und ad- 
dieren sie. Wir bekommen dann, damit sich die rechte Seite identisch auf x, 
reduziert, das Gleichungssystem 
eap — à 
, , ‚+1 pr 
(A) cq» + cong — o 


qo +1) qv +2) 0) — 
cog + + + cO+2d) — o 


i. 
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aus welchem die Unbekannten d‘ sich eindeutig berechnen lassen, sofern nur 
c für alle » von Null verschieden ist. 
Geht man aber umgekehrt von den Gleichungen 
Ly = AM yy + dy + dM yao + e 
Grey dO tg, Pde tyne E dort es Es 


Ayo = dO yy ua + AO aig + dy, + 


aus, multipliziert diese der Reihe nach mit ce, c(?, ce, ... und addiert sie dann, 
so erhält man analog: 


old) — 1 
(B) edit? + erdt —o 


codi + codi 4 cd =o 


Dies ist ein zweites Gleichungssystem für die Unbekannten d(?, und die 
gesuchte Reziprozitát besteht nun darin, dass die beiden Systeme (A) und (B), ob- 
wohl sie total von einander verschieden sind, doch die nämlichen Werte für die di? 
liefern müssen. Man verifiziert dies leicht, indem man etwa die 7 + 1 ersten 
Gleichungen des Systems (A), welche die à +.1 Unbekannten d(?, dû, ... d(? ent- 


halten, nach d(? auflöst; es ergibt sich: 


een... et9d™ — 
c o [9 om: ee ¢0'+1) 9 0 
euet: ora c corteo 3... 
= = (— IY 
CO) CUNO?) 0 CON WED EMH NT 
CON CAN G2) e erg e(? cPtV et) |. eerei-n 


Um ebenso das System (B) aufzulósen, müssen wir es zuerst dadurch um- 
formen, dass wir an Stelle von » in der ersten Gleichung » + i setzen, in der 
zweiten »+i—71, in der dritten » 4 i— 2, ete. Die à + 1 ersten Gleichungen 
enthalten dann die i + 1 Unbekannten d("*?, d+), |. d(?, und die Auflösung 
nach d(? ergibt: 
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Cee) aang Md eh — 
cer) o o ML en) O 
COIN) C0 LS NM COD 2 enia) eO 
|. c ÓcGeg—o—iYX 
guts EN ae p30) CD oe EDI dep DO DEED 
ee CU TCI ERO en en see) 


Beide Resultate sind aber in der Tat identisch, da die zwei Determinanten durch 
Drehung um die Nebendiagonale in einander übergehen.! 

Um jetzt zu unserer eigentlichen Aufgabe überzugehen, sei Z, irgend ein 
Integral der Differenzengleichung (7). Da die Koeffizienten 5( absolut unter 
einer endlichen Schranke H bleiben, so ist nach Satz r: 


(21) |Z,.|« € M7. 
Jede Funktion D,, die der nieht homogenen Differenzengleichung 


(22) Das + 09 Dio D, —E, 


genügt, ist offenbar ein Integral von (1). Wir wollen versuchen, ein solches In- 
tegral in Form einer unendlichen Reihe 


(23) D, = pl) E, + pO Ee pU Bose 4 


darzustellen. Da aber die b, om, also auch #, nur für » > N eingeführt sind, 
so ist eine solche Darstellung natürlich auch auf die Indices » > N beschränkt. 
Allein die N fehlenden Werte Dx. 4, Dx» ... D, ergeben sich dann sofort aus 
(1), da ja alle a" ~o sind. Die Koeffizienten p in (23) müssen wir nun derart 
bestimmen, dass Gleichung (22) identisch erfüllt wird. Bedeutet also » irgend 


einen Index > N, so werden wir den Ansatz machen: 


D, — p E, pP Esa + po Esa t 
Dy41 = pi *9 E41 + pOt) Eus + pU Es + on. 


Dye ES per?) Eure zi: al Eco zl: og ue) Enter AR Pa 


! Für 4-0 versagen diese Determinanten. Aber dieser Fall ist trivial, da ja ohne wei- 


E E : I 
teres aus der ersten Gleichung von (A) sowohl als von (B) übereinstimmend folgt: dw) Ian 
0 
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sodann diese Gleichungen der Reihe nach mit 0%, 0 ,... 00), 1 multiplizieren 
und sie addieren. Die rechte Seite muss sich dann, damit Gleichung (22) besteht, 
auf #, reduzieren, und dies wird sicher dann der Fall sein, wenn die pl gewissen 
leicht angebbaren Rekursionsformeln genügen, aus denen sie eindeutig berechnet 
werden kónnen. 

Wenn nun die aus den gedachten Rekursionsformeln berechneten Zahlen y? 
derart sind, dass die Reihe (23) für alle »(— N) konvergiert, so wird die durch 
diese Reihe definierte Funktion D, identisch die Gleichung (22) befriedigen und 
folglich ein Integral der Differenzengleichung (1) sein. Die gedachten Rekursions- 
formeln gestatten indes keine brauchbare Abschätzung der Zahlen pl), um die 
Konvergenz der Reihe (23) erkennen zu lassen. Nun besagt aber das oben be- 
wiesene Reziprozitätsprinzip, dass man genau die gleichen p(? noch auf eine zweite 
Art berechnen kann, nämlich, indem man umgekehrt die mit (22) gleichbedeu- 
tenden Gleichungen 


E, =e D, + ODD raat oe oU Dyre-1 + Dues 
Bi OPUS + otn D,» Tod ot) D, + Dates 


E,+2 = QU+2 Dy 42 Te Ouse) Drag d opt? D, er + Dyter2 


der Reihe nach mit pl), pO, po, ... multipliziert und sie dann addiert, wobei 
die rechte Seite sich identisch auf D, reduzieren muss. Es ergibt sich so das 
System von Gleichungen: 


op = t 


p pt ES el FD po —0 
(24) pu a ln Ne ale pop FeO te) pv) — 0 


pt) WHA—eHL) gy +4 e+2) pr VA) pr 
foe TC elle ie ae ne nd Bee ra = o 


Hieraus ergibt sich sukzessive pl), p", pw, .... Die erste dieser Glei- 
chungen besagt speziell: 


I 
yr 1 
Do (v) 
Oe 
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Da wir aber »> N angenommen haben, so ergibt sich aus (20): 
(25) | pt | « ok. 
; last 


Von der zweiten ab kónnen wir die Gleichungen (24) in der gemeinsamen 
Form schreiben: 


pe, te, 
sofern wir darin A=1,2,3,... setzen und übereinkommen, dass die p? mit 
negativem unterem Index gleich Null sein sollen. Dividiert man durch ot”), so 
kommt: 
e—1 (vd —ecj) 
— pn = > NIS, pl (wobei oW+7-e — 71), 
j=0 ^* 


und hieraus, indem man die o mittels der Ungleichungen (20) abschätzt: 


e—l yp 1 *: Max (ko, k : 
K; MEA o Max (Ko, fa, ... hej) 
III Th pul 
^ “= I . A—e-t4 
j-0 ae (1 + A)#e 
4 
(26) i 
T NE 
IDONEUS PETENS 
ja pl; 
J=V 
wobei wieder X,— 1 zu denken ist. Bedeutet nun Z eine Zahl, die so gross ist, 
dass 
e-—l r 
N 4K; Li-e < 
2 I 
(27) 4m |a,| 
J=0 
wird, und setzt man 
e—1 k es k; 
(28) Min ———2 — s, 
j=0 €—] 


sodass s wegen der Ungleichungen (4) eine positive Zahl ist, so behaupte ich, 
es ist 
4 


| pou] < |a 


ke LÀ (4 N 
) 4 DE z 
1, | 


In der Tat gilt diese Ungleichung nach (25) jedenfalls für 4 — o. Ihre All- 
gemeingiltigkeit ergibt sich dann durch vollständige Induktion; denn wenn wir 
sie für kleinere Werte von 4 als richtig annehmen, so folgt aus (26): 
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e—] r 
NT 4Kj Max (Ko, hts... e) —h, _4 kee Ti—eti 06 IY) 
(x) 1 + A)Max (ko, Fas s.j) Re ke Lé-eti[(Z F3)! 
REA NS n zer Dt 
j=0 
v4 7. 
TER ke [A QE, 1” + A)Max (ho, / ... E) ke [J-e [1 (A—1)...(A—e +9+1)]}* 
e = e 


. Kos ; 
< 4 y ke L^ (41)7s N 4 J Li—e( y + À Max (Ko, Ki, kj)—ke +(e—)s | 
Ja. | = || 
e 720 e 


Wenn wir nun zeigen kónnen, dass in jedem Term dieser letzten Summe 
der Exponent von »- 4 negativ oder höchstens gleich Null ist, so folgt wegen 
(27) in der Tat: 


(29) | oc? | < i | y—ke L^(X1)-s 
womit die Allgemeingiltigkeit dieser Ungleichung bewiesen wäre. Es bleibt also 
nur noch zu zeigen, dass 

Max (k,, k,, ... kj) — ke + (e—j)s<o (=0,I,.:0e—1) 


ist. Nun besagt aber die Definitionsgleichung (28), dass s die grösste Zahl ist, 
welche den e Ungleichungen genügt: 


es (gi10) T € — I) 
oder auch 
(e— 3j) s € &, — k; (BTL, 5,7 e — X). 


Setzt man j — 7 an Stelle von j, so kommt 
(e—3 t 3)s € k, — kin; 
also a fortiori 
(e— 3) s € bk, — ki. 


Da dies für / —0, r, ...j gilt, so ergibt sich auch 


(e—3)s Min (Ke — k;..;) 


i-0 


— ke Max (E, k,, .. . hy). 
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Es ist also in der Tat, wie behauptet: P 
(30) Max (k,, k,,...kj)—ke+(e—j)s<o (j=0,1,...e—1), 


womit dann auch der Beweis von (29) beendet ist. Zugleich zeigt unsere Ana- 
lyse, dass s die grösste Zahl ist, welche den e Ungleichungen (30) gleichzeitig 
Genüge leistet. 

Aus (21) und (29) folgt nun sofort die absolute Konvergenz der Reihe 


(23) D, = p By + PO Byar + PP Esa n (v2), 


die folglich ein Integral von (1) darstellt. Zugleich erhält man auch die Ab- 


schátzungsformel: 


IDA € Nip £s] « V S re) ae 


À-0 Ae 
4€ QvOMy. 
= E M 2 (ans 


Diese letzte Summe ist aber eine von » unabhängige Konstante, sodass wir 


schliesslich erhalten: 


|D,|<GM, 


wo auch 6 von v nicht abhängt (wohl aber, ebenso wie C, von den Anfangswerten 
EN, Ea .- “ENyr ei). 
In (23) bedeutete nun #, ein beliebiges Integral der Differenzengleichung 
(7). Da diese von der (r — e)!®® Ordnung ist, so hat sie r — e unabhängige 
Integrale 
EN, Ee oiu 


aus denen sich das allgemeine durch lineare Kombination ergibt. Diesen r— e 
Integralen entsprechend erhalten wir daher auch r — e Integrale von (1), welche 
sich für » > N in der Form darstellen lassen: 


DO = pp BO + po EO + po EG. +... Minor or 


. 


und welche ebenfalls linear unabhängig sind. Denn hatte man identisch für alle »: 


F—e 
Ve pO 
aD! 0, 


i-1 


Über lineare Differenzengleichungen. 125 


so würde hieraus folgen: 


T—8 r—e r—e 
Ve Dl oO We. Dw "m Oo) We. DW 

0 2 G D. + of pages eee Eee ZG D 
i=1 im] i=l 
r—e r—e 
Xa(D8, + on DÀ, +. +e DP) Dork, 
t=1 i=1 


was aber mit der Unabhängigkeit der E? im Widerspruch steht. Somit ist die 
Existenz von r— e unabhängigen Partikulärintegralen der Differenzengleichung (1) 


nachgewiesen, für welche die Ungleichung gilt 


(31) | DO|< M" (1 — ER 4 5. fie); 


da man rechter Hand den Faktor 6 ja offenbar unterdrücken kann, wenn man 
nur die willkürlichen von » freien Faktoren, die doch in EW, EO, ... Et 
stecken, geeignet normiert. Für jedes aus den genannten Partikulärintegralen 
linear zusammengesetzte Integral ist dann natürlich |.D,| « C M", wo C noch von 
den Anfangswerten D,, D,,... D,_ı abhängt. 

Ist e— o, so bleibt dies Resultat bestehen, da wir ja schon früher in Satz 1 
sahen, dass dann für alle Integrale die Ungleichung | D,| « C M" gilt. Für e>o 
aber fanden wir bis jetzt bloss r — e linear unabhängige Integrale, die einer solchen 
Ungleichung genügen, und wir werden im nächsten Paragraphen sehen, dass es 
auch mehr nicht gibt. Speziell für e — r ist natürlich die bisherige Untersuchung 
überhaupt noch resultatlos. 


$ 4. Weitere Integrale von (1) ergeben sich aus der Bemerkung, dass die 
sämtlichen Integrale der Differenzengleichung 


(32) Dye + 00 Dire + 00 Diu + o 90 Dy =0 


a fortiori auch Integrale von (5) und folglich von (1) sind: Da die Differenzen- 
gleichung (32) von der et" Ordnung ist, so wird sie e linear unabhängige Inte- 
grale haben, die wir mit 


(33) Dv-e+D, ptr-ec2. |... DW 


bezeichnen wollen. Es ist nun leicht zu sehen, dass diese e Integrale mit den 
r—e vorhin gefundenen DW, D®,... D-9 zusammen ein Fundamentalsystem 
von Integralen der Differenzengleichung (r) bilden. Wäre nämlich identisch für 
alle »; 
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(34) dei Do - Or, ? 


1] 


so würde hieraus folgen: 


7- T T 

Ve Dw Q0) We pw Er: 4 go W e. DG 
E p ei DRE 1 9 “= Ci D ci bere % P Ci D\ 

iz i=] i-1 


ated oem DO). 


7 
= Ve(De® + pope 
m ucc UD + 9; PAS. 
= 
Von dieser Summe verschwinden aber die e letzten Terme, weil die betref- 
fenden D? Integrale von (32) sind. Die r — e ersten Terme dagegen haben die 
allgemeine Form c; £?; also folgt 


r—e 


Se, Bo EL 


v 


i=l 
Eine solche Identität ist aber wieder nur möglich, wenn 
CG —= C3 =... = ug = 0 


ist. Die Gleichung (34) reduziert sich daher auf 


L 
= | 
3 DO =o} 


i=r—e+l 
woraus wegen der linearen Unabhangigkeit der Integrale (33) auch noch 
Cr—e+1 = Cr—e4.2 = +++ = Cr = 0 


folgt. Eine Identität der Form (34) kann also nur dann für alle » bestehen, 
wenn sämtliche Koeffizienten c; verschwinden. Das besagt aber, dass die r In- 
tegrale DD, D, ... D™ linear unabhängig sind. W. z. b. w. 

Untersuchen wir nun, wie sich die e letzten Integrale, und überhaupt jedes 
Integral von (32) im Unendlichen verhalten. Sei D, irgend ein Integral von (32), 
und es bedeute # einen im folgenden unverändert festzuhaltenden Index (> N), 
für den D„=0 ist.! Es besteht dann das Gleichungssystem: 


"Unter je e aufeinander folgenden Indices muss sich notwendig ein solcher finden, weil 
sonst wegen (32) D» für alle » verschwinden würde. Man kann also # etwa aus der Reihe der 
Zahlen N, N+ 1,...N+e—1 wählen. 
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Jes + o? D (tea ROUE | gl) D, QO 
Den | put» Du, Iu gut Dir O0 
DD iy ie t ott”) Dis ve 5D oe oH ot nu) Ds — 0. 


Wir multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach mit den Zahlen 
p, pl, ... pl, und addieren sie. Dann fallen auf der linken Seite, weil die 
Multiplikatoren den Rekursionsformeln (24) genügen (für » — u), die Grössen 
Dusi, Duss, ... Dur, heraus, während D, den Koeffizienten r erhält. Es kommt 


also, wenn man 2, auf die andre Seite bringt: 


99 D, ve gis (pt? i ot”) pu) Devo 3p iis 


de puse t Ganar o Desa erster gv) Daraus = — Du, 
oder kürzer 
e 
(35) DD — Dy, 
i=1 


wo zur Abkürzung 


e—i 


; — (utr—etitj) GO 
Di > 9j Dy eri 


j=0 


gesetzt ist. Für diesen letzten Ausdruck erhält man aber nach (20) und (29) 
die Abschátzung 





e—i 
|e;| € I Kj(u + v— e à + jo Go fs E) » [prese pr er 43 jJ 
j=0 4 


NS d 4 v—e-4-i04-j 2 —s 
S» Kj (ue + "pt +it+i[(y — e)!] 


j-0 e 
i SE ,, 
= (u zb v)ke Li (v — e)!]-s 4N; Lie. 
te or Be 


Für hinreichend grosse Werte von » ist daher auch, da « unverändert festbleibt: 


(2 Liste 


ll ER e 


Aus (35) ergibt sich dann 
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DD ueste 


e ( 3 > 
Lu rn aim Peel> Di. 


Somit ist mindestens einer der links stehenden Summanden grösser als 


* 1D, [: also jedenfalls 


++ e)!]§ 


nae I [u 
Hum | Duci] m e 1D,] (2 Ly'tvte 


[(u + » + e)!} 


= ( 3 Dy as a 


wenn nur » hinreichend gross. 
Dies besagt aber, dass es unbegrenzt viele Werte von » gibt (nämlich für 
genügend grosse » unter je e aufeinanderfolgenden mindestens einen), für welche 


(36) | D, | > m, (vt) 


wird, wo m von v und den Anfangswerten D, D,.... De; unabhängig ist.! 
Dies gilt für jedes Integral von (32), also insbesondere auch von den In- 
tegralen (33). Es wird des weitern aber noch für jedes Integral von (1) gelten, 


welches nicht der partikulären Schar 


c, DW ae c DE dc ak Cr Dr) 


angehórt. Denn ein solches Integral hat notwendig die Form 


2 D, + c, DU + e, DO + ... 2.0. De 


wo 2D,, also auch D, selbst ein nicht identisch verschwindendes Integral von 
(32) bedeutet. Nach (36) und (3r) ist aber dann für unbegrenzt viele Werte 


von »: 
[2D, + e, DO + ¢,D® +... + e, ,Dt-9| 


»2m"(v!ys—(e|-]|e]-4----4]e-.])Mv»m'(»y. 
W. z. b. w. 


! Von den Anfangswerten abhängig dagegen ist der kleinste »-Wert, für welchen die 
Ungleichung (36) besteht. Will man ihn davon unabhängig haben, so ist auf der rechten Seite 
von (36) noch ein konstanter Faktor € beizusetzen, der dann seinerseits von den Anfangswerten 
abhängen wird, oder aber man lüsst m von diesen abhängen. Übrigens wird die Abhängigkeit 
oder Unabhängigkeit (auch der Zahlen M, L ete.) von den Anfangswerten, da sie nirgends eine 
Rolle spielt, im folgenden nicht mehr weiter registriert. 
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Dies besagt zugleich, dass es ausser den Integralen der obigen partikulären 
Schar keines mehr gibt, das für alle » (oder auch nur für alle hinreichend gros- 
sen ») der Ungleichung | D,| « M" Genüge leistet. 

Zusammenfassend gewinnen wir den folgenden 

Fundamentalsatz: Wenn die Koeffizienten der linearen Differenzengleichung 
rer Ordnung 


Dy+r + a Duni + aM Dua o d at D,=o0 
die Form haben: 
aM =aj{v'i} ao WE er. N) 
at 40 (95 —:199 1/2». Lu); 
wenn ferner e denjenigen der Indices 0, 1,...r bedeutet, welcher durch die Un- 


gleichungen 
| >k; für i<e 


^e RE . 
| >k; für i>e, 


wobei k, — o sein soll, eindeutig bestimmt wird; wenn endlich k,« co ist: 
dann hat die Differenzengleichung genau r — e linear unabhängige Integrale, 
für welche 
| D,| « M" (Er, 2, So) 


isl, während dagegen jedes andre Integral für unbegrenzt viele Werte von v der mit 


der vorigen unverträglichen Ungleichung 


e—1 k =}. 
|D,|» m’(v!), s= Min <— hj 
j=0 €—] 


genügt. M und m sind dabei von v unabhängige Konstanten. 

Eine Bemerkung knüpft sich noch an den Fall e — r. Wir sahen nämlich, 
dass die Ungleichung (36) für mindestens einen von e aufeinanderfolgenden hin- 
reichend grossen v-Werten besteht. Wenn nun e= r ist, besagt dies aber, dass 
sie für alle hinreichend grossen Werte von » gilt. Wir dürfen daher, wenn e — 1 
ist, in dem Fundamentalsatz die Worte »für unbegrenzt viele Werte von »» er- 
setzen durch: »für alle » über einer gewissen Grenze». 

Unsere Überlegungen lassen sich mit geringen Modifikationen auf den bisher 
ausgeschlossenen Fall k,— © übertragen, wobei wir jedoch annehmen müssen, 
dass dann die übrigen Exponenten £;« c sind, also endlich oder — +. Bei 
unserem ganzen Räsonnement kam es einzig und allein auf die Ungleichungen 
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(4), sowie darauf an, dass für » > N die Ungleichungen (r2) bis (15) bestanden. 
Daraus ergab sich dann die obere Schranke H für die Zahlen J |, sowie auch 
die Abschützungsformeln für of in (20) und für pl) in (29) mit allen daran ge- 
knüpften Folgerungen. Nun bleiben aber die Ungleichungen (12) bis (15) in 
dieser Form nicht bestehen, wenn k, = co ist, sodass auch die weiteren Konse- 
quenzen hinfällig scheinen. 

Wir bezeichnen dann mit %k eine ganz beliebig grosse, aber fest gewählte 
Zahl, die insbesondere grösser sein soll als jeder der Exponenten £4; (? e), sodass 
die Ungleichungen (4) noch richtig bleiben, wenn man darin ke durch k ersetzt. 
Wenn man ebenso auch in den Ungleichungen (12) bis (15) an Stelle von £k, 
diese Zahl £ setzt, so werden die entstehenden Ungleichungen wegen k, = « 
ebenfalls sicher erfüllt sein, wenn nur » > N ist,! wobei die Zahl N allerdings 
von k abhängt. Es bleiben daher auch alle aus den Ungleichungen (4) sowie 
(12) bis (15) gezogenen Folgerungen bestehen, sofern man in ihnen stets k, er- 
setzt durch k. Insbesondere gilt dies also von den Abschätzungsformeln (20), 
(29) und bezüglich der Existenz der obern Schranke H für die Zahlen [5]. 
Daraus gewinnt man schliesslich auch, indem man immer Schritt für Schritt die 
früheren Überlegungen wiederholt, das gleiche Endresultat, worin wieder ledig- 
lich &, durch k zu ersetzen ist. Es wird also r — e linear unabhängige Partikulàr- 
integrale geben, für welche | D,| « M" ist, während alle andern Integrale für un- 
endlich viele Werte von » der Ungleichung 


| D, | > m" (v!) 


genügen, wobei natürlich s die entsprechende Bedeutung hat: 





e—l h ^. 
s = Min ——3. 
j=0 €—j 


Da aber die Zahl k von vorn herein beliebig gross gewählt werden durfte, 
so wird auch s so gross sein, wie man nur will. Während also r — e linear un- 
abhängige Partikulürintegrale kleiner bleiben als M", wird jedes andre Integral für 
unbegrenzt viele Werte von v absolut grösser als eine beliebig hohe Potenz von v!. 

Bezüglich der r— e Partikulärintegrale werden wir übrigens gleich noch 
weiter sehen, dass sie in Wahrheit noch viel kleiner sind als eben bewiesen; sie 
konvergieren nämlich mit wachsendem » gegen Null, und zwar rascher als jede 


beliebig hohe Potenz von =. 





! Abgesehen von der Ungleichung (13) für 7=e, welche aber, wie dort bereits bemerkt 


wurde, die weitere Untersuchung nicht beeinflusst. 
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$5. Der Fundamentalsatz des vorigen Paragraphen lösst sich erheblich 


verallgemeinern. Zu dem Zweck wenden wir die Transformation an: 
(37) D, = (v! A, 


wo der Exponent q irgend eine endliche reelle Zahl bedeute. Dadurch geht die 


Differenzengleichung (1) über in 


a) a 
Nero T ESAE cb Jul AT e 
wofür wir kürzer schreiben wollen 
(38) Zr + DO ua + OO) uuo d b, — 0. 
Es ist dann offenbar, wenn die a wieder die Form (2) haben: 
(39) b — a; (yia (i— 3, 2; ... f) 
bo) 40 (= 07 1522. 2) 


Wenn wir den Fundamentalsatz auf die Differenzengleichung (38) anwenden 
wollen, wird es sich darum handeln, unter den Exponenten 








(40) k,—0, k,—q, k, —29,... k, —rq 


den ersten ausfindig zu machen, welcher den maximalen Wert hat. 
Um zunächst den Fall 


K=%, b;«o für tz e 


zu erledigen, beachte man, dass dann bei ganz beliebigem q die Zahl k, — eq =x 
ist, während die anderen Zahlen (40) alle « o sind. Es wird also die Differen- 
zengleichung (38) r— e Integrale haben, für welche |.7,| « M" ist, und dann ist 
wegen (37) 
ID, | « M (v1), 

während alle anderen Integrale 4, und also auch D, für unbegrenzt viele Werte 
von v absolut grösser sind als eine beliebig hohe Potenz von v! Da hierbei aber 
q ganz willkürlich ist, also auch eine beliebig grosse negative Zahl sein darf, so 
folgt, dass die r— e Integrale D, rascher gegen Null konvergieren, als jede noch 


I NC : : : 
so hohe Potenz von "mE Damit ist die Bemerkung am Schluss des vorigen Para- 


graphen als richtig nachgewiesen, und zugleich der Fall b, — » erledigt. 
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Wenn alle 5; << sind, so wollen wir den Spezialfall 





k,—k— e — kh —— e 


vorwegnehmen. Es sind dann bei beliebigem g die r letzten der Exponenten 
(40) gleich — o, sodass für alle Integrale von (38) die Ungleichung |.7, |< M" 
gilt, also auch |D,|  M"(v!)! für alle Integrale von (1). Da hier q ebenfalls 
wieder eine beliebig grosse negative Zahl sein darf, so folgt: 


Satz 3. Wenn die Koeffizienten der Differenzengleichung (1) rascher gegen 


. : I . . 
Null konvergieren als jede Potenz von -, so konvergieren die Integrale rascher gegen 
» 
. I 
Null als jede Potenz von — - 
Vi: 
Nach Erledigung dieser Spezialfälle bleibt nun noch übrig, dass alle k;< & 
sind, aber mindestens ein k; >—o ist. Dabei nehmen wir zunächst an, es sei 


speziell auch 
kr > He 


indem wir den gegenteiligen Fall nachträglich rasch werden erledigen können. 
Wir konstruieren dann in einer Ebene unter Zugrundelegung eines rechtwink- 
ligen X-Y-Koordinatensystems die + + 1 Punkte 


PP nor 
mit den bez. Koordinaten 
= à, y = ki (à —: 0, I, 0. r) 


und umspannen diese Punkte mit einem NEgwTOoN-PursEUX' schen Polygon. Es 
ist das ein die Punkte P, und P, verbindender, nach der positiven Y-Seite kon- 


vexer Streckenzug, der eindeutig durch die Forderung bestimmt ist, dass jede 
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Ecke einer der Punkte P; ist, während die übrigen dieser Punkte nicht auf der 
konvexen Seite liegen dürfen. Siehe die Figur, wo k, -« gedacht ist. 
Das Polygon habe etwa o + 1 Ecken, und diese seien der Reihe nach: 
> > > 
PAP Euren 


€ — 


€g 


Wir wählen dann für den Exponenten q in (37) nacheinander die folgenden 
9 +1 Werte: 


bo — hte, 
eL+1 e; à 
m À — ,2,...0 — 

qi. ee) ( 0, I, 2 0 I) 
(41) 

(Jogo E: 

Es ist dann 

(42) Q02420:2 7:202. 


Denn die letzte dieser Ungleichungen folgt aus der Definition 9, = 9-1 — 1; die 
vorhergehenden aber liest man ohne weiteres aus der Figur ab, da ja offenbar 
q; die trigonometrische Tangente des Winkels ist, den die (A + 1)'* Polygonseite 
mit der positiven X-Achse bildet. 

Ebenso leicht erkennt man aus der Figur die weiteren Ungleichungen: 


ke, — ki ue 
—- für «e; 
: e; — 1 
ke; 4 ke; ^ ^ 
HZ (4—0,1,...0 — 1), 
€43-1 — € el he) 
2 - für 26; 
y — £4 


SE : GONE). 


Oder auch, indem man jede dieser Ungleichungen mit dem Nenner der rechten 
Seite, der ja stets positiv ist, multipliziert: 


> ki—iq für «e; 
(43) Ke, — €; » 
3 id | > k;— ig, für i>e, 


Setzen wir daher q — q;, so folgt aus dem Fundamentalsatz pag. 129, dass 
genau r— e; linear unabhängige Integrale existieren, für welche 


Su 
also 
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| D,| « M*"(v!)8z 


E 


ist, wahrend alle andern Integrale für unbegrenzt viele Werte von » der Un- 


gleichung genügen: 
| 4, | > m’ (v!)s, 


also 
| Dy | > m! (v1) +, 
wobei 
5-1 (Ke, — eq) — (hy — Jai 
s — Min (Der v) cd jq) 
j=0 er 
und folglich 
fas! ken 1k; 
8 + ga = Min ——— 


ist. Nun zeigt aber wiederum ein Blick auf die Figur, dass dieses Minimum 


nichts andres ist als 


Man kann daher unser Resultat so aussprechen, dass die Differenzengleichung 


(1) genau r — e; linear unabhängige Integrale 

(44) DU OY recen 

hat, für welche 

(45) | D^ | « M* (rt (£—1,2,...T— e;) 


ist, wührend alle andern Integrale für unbegrenzt viele Werte von » der Un- 
gleichung genügen: 
|.D,| > m" (vu. 


Nun gibt es aber auch, indem man À durch À — 1 ersetzt, r — e;:4 unab- 
hängige Integrale, für die 
| D, | < M" (v1)2ia 


wird. Ausser den Integralen (44), die dieser Ungleichung wegen (45) und wegen 
qi <q; à fortiori genügen, gibt also noch e; —e; , weitere Integrale dieser Art; 
sie seien 

(46) pearl) : Dat) a Dr-ei-) ! 


Für diese ist daher einerseits 


| D?| « M" (v1)8iA (t=r—e+1,r—e+2,... T—641); 
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anderseits aber auch, da sie ja nicht der aus den Integralen (44) entspringenden 


partikulären Schar angehören: 
| D?| > m’ (v!)G-1 ((@=r—e, +1, r—e,+2,...7—e_1) 


für unendlich viele Werte von ». 
Des kürzeren Ausdrucks halber definieren wir jetzt: 
Eine Funktion D, heisst von der Ordnung q, wenn sie den Ungleichungen 
genügt: 
|D,| « M’(v!)2 für v» v, 
| D,| > m" (v!)8 für unbegrenzt viele v. 


Wir können dann sagen, dass die e; — e; , Integrale (46) von der Ordnung 
q— sind. Das gleiche gilt aber offenbar auch für jedes Integral, das linear aus 
den Integralen (46) zusammengesetzt ist,' da ein solches ja ebenfalls nicht der 
aus den Integralen (44) entspringenden partikulären Schar angehört. 

Wenn man hier für À der Reihe nach die Werte 0, 6 — 1,... 2, 1 setzt, so 
lässt sich das Ergebnis in folgender Weise formulieren : 


, 

Satz 4. Die Differenzengleichung (1) hat ein Fundamentalsystem von Integra- 
len, die derart in o Klassen zerfallen, dass die Integrale einer Klasse und deren 
lineare Kombinationen von ein und derselben Ordnung sind. Dabei gehören der 
ten, 2ten |... gten Klasse bez. 


Me, Oei 69». = > 6, Cy 


Integrale des Fundamentalsystems an, und die zugehörigen Ordnungen sind respektive: 


k, == k =) ke, s ke Ex E ke, 
SS OL ae UE » do = | 


NT, 21 160% e, — €, €; 





ae 


Man beachte, dass diese Ordnungszahlen in der angegebenen Reihenfolge 
wachsen (nach (42)). Insbesondere gibt es also genau r — e; , linear unabhängige 
Partikulärintegrale, welche die Minimalordnung qs; haben, während das allge- 
meine Integral von der Ordnung g, ist. 

Der sehr allgemeine Satz 4 enthält nun auch die zwei Theoreme als Spezial- 
fälle, die ich in der eingangs zitierten Arbeit in den Mathematischen Annalen 
Bd. 66, pag. 462, 469 mit Hilfe de Theorie der Jacobiketten entwickelt habe. Sei 


' An sich kann ja eine lineare Kombination von Funktionen gter Ordnung sehr wohl auch 
von geringerer (aber niemals von höherer) Ordnung sein. 
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nämlich erstens P, eine Ecke des Nrwron’schen Polygons, d. h. e, — 1, was mit 
dem Bestehen der Ungleichungen 


ki . 
k, 2 " (à — 2, 3» os r) 
oder, was dasselbe sagt: 
EE > k, (a —— 74) 3; e ells) T) 


üquivalent ist. Dann besagt Satz 4, indem man die c — r ersten Klassen zu- 
sammenfasst, dass es genau r—ı linear unabhängige Integrale gibt, welche 
hóchstens die Ordnung 
luc EET 

haben, während das »'* Integral von der höheren Ordnung q,— k, ist. Dies ist 
aber nur eine kürzere Formulierung des ersten der genannten Theoreme, wenn 
man noch die zu dem Fundamentalsatz pag. 129 gemachte Bemerkung berück- 
sichtigt. 

Sei zweitens P,_, eine Ecke des NEwroN'schen Polygons, d. h. e; 4; —r— r, 
was mit dem Bestehen der Ungleichungen 


(o Eo nm 5) 





gleichbedeutend ist. Dann hat nach Satz 4 ein und nur ein Integral genau die 
Ordnung q, 4, = k, — k, 4, während alle andern mindestens von der höheren Ordnun 
gq 


sind. Aber dies ist abgesehen von der Bezeichnung nichts anderes als das zweite 
der genannten Theoreme. 

Zwei extreme Fülle verdienen noch hervorgehoben zu werden. 

I. Wenn die Exponenten k; den Ungleichungen 


ky > ki 


pe (OI ee mus rs en) 


genügen, so ist dies ganz gleichbedeutend damit, dass nur die zwei Punkte P,, 
P, Ecken des Polygons sind. Es ist also dann e, —r, 6 — 1; daher gibt es nur 


eine Klasse von Integralen, und alle Integrale sind von der Ordnung q, Ze 





Über lineare Differenzengleichungen. 137 
II. Wenn dagegen die Exponenten k; den Ungleichungen 
k,»kbk,—k»k—keek—ktk 


genügen, so besagt dies soviel als dass alle Punkte P; Polygonecken sind. Dann 
ist also c —r, e; —4. Es gibt daher r verschiedene Klassen, d. h. es gibt ein 
Fundamentalsystem von Integralen, die lauter verschiedene Ordnungen haben, 
und zwar sind diese Ordnungen in wachsender Reihenfolge: 


Va = k, s kr, Qr—2 — kr x kr, un Gye k, = k,, qo = ky. 


Zum Schluss betrachten wir noch kurz den seither ausgeschlossenen Fall 


k,— — c. Es sei etwa k, , die letzte der Zahlen k,, k,,... kr, welche > — o 


1 
ist, da ja der Fall, dass alle gleich —o sind, durch Satz 3 bereits erledigt ist. 


Dann umspannen wir die Punkte P, P,... P durch ein NEWTON- 


*5—1 


Puiseux’sches Polygon mit den o Ecken 


P..= Py, re, Bee 


Eg—1 ? 


und erweitern dieses durch eine Strecke, welche vom Endpunkt P, , beliebig 


steil nach abwärts führt und die Ordinate «=r etwa im Punkt y = k', schneiden 
möge; diesen nehmen wir als letzten Polygoneckpunkt hinzu. Es ist dann k', 
eine beliebig grosse negative Zahl. 

Alle unsere früheren Betrachtungen lassen sich nun mit ganz geringen, leicht 
ersichtlichen Modifikationen an dieses neue Polygon anschliessen, wobei natürlich 
k, durch k', zu ersetzen ist. Man erhält also wiederum o Integralklassen, und 
zwar haben die o — 1 letzten Klassen wieder die in Satz 4 angegebenen Ordnungs- 
zahlen, während die r — e,_ı Integrale der ersten Klasse die Ordnung — © haben. 
Dabei ist unter einer Funktion der Ordnung —~ natürlich eine solche zu verstehen, 


: 4 1 I 
die rascher gegen Null konvergiert als jede noch so hohe Potenz von —: 
y. 


Man bemerke noch, dass sich unter dieses Resultat schliesslich auch der 
Fall von Satz 3 subsumieren lässt, indem dann alle Integrale von der Ordnung 
— o sind. 

München, November 1908. 


Acta mathematica. 34. |mprimé le & avril 1910. 18 
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ÜBER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT 
RATIONALEN KOEFFIZIENTEN. 


VON 
OSKAR PERRON 


in München. 


1. Sind die Koeffizienten einer linearen Differentialgleichung m!" Ordnung 


dy : dE) 
qup PA) me + Pu(z)y — 0 


in der Umgebung einer Stelle x —a in LaumENTsche Reihen entwickelbar, so 
"bestehen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass alle Inte- 
grale an dieser Stelle sich bestimmt verhalten, bekanntlich darin, dass die Funk- 
tionen 


(z—a)p,(x), (z—a)*p,(x), ..., (x — a)" pa (x) 


regulär sind, d. h. keine negativen Potenzen von «—a mehr enthalten. Sind 
diese Bedingungen nicht alle erfüllt, so ist der Punkt «=a eine Stelle der Un- 
bestimmtheit. Im allgemeinen verhalten sich dann auch a//e Integrale unbestimmt, 
indem die eventuell vorhandenen Reihen der Form 


(x — a)? D D, (x — a)", 


v=0 


welche die Differentialgleichung formal befriedigen, für alle x divergieren. Aus- 
nahmsweise können unter diesen Reihen aber auch konvergente sein. Diejenigen 
Differentialgleichungen, bei denen dies eintritt, sodass an der Unbestimmtheits- 
stelle doch einzelne Partikulärintegrale sich bestimmt verhalten, sind von Herrn 
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TuowÉ eingehend untersucht worden;! doch konnte Herr THOMÉ kein Kriterium 
angeben, welches mit Sicherheit die Existenz eines solehen Integrales anzeigt. 
Die sehr komplicierten notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür sind 
erst durch die schönen Untersuchungen des Herrn HELGE von Koch mit Hilfe 
unendlicher Determinanten aufgedeckt worden.? Indes hat Herr von Koch 
seiner ausführlichen Untersuchung die Annahme zu Grunde gelegt, dass der 
Koeffizient der zweithöchsten Ableitung verschwindet. Wenn man dies auch 
durch eine geeignete Transformation stets erzielen kann, so werden doch durch 
diese Transformation im allgemeinen die Integrale, die sich bestimmt verhalten, 
in solche transformiert, die sich unbestimmt verhalten, sodass ein Rückschluss 
aus der Anzahl der sich bestimmt verhaltenden Integrale der transformierten 
Gleichung auf die entsprechende Anzahl der ursprünglichen Gleichung nur aus- 
nahmsweise gestattet ist. 

Ich behandle nun im folgenden auf einem neuen und, wie ich glaube, ein- 
facheren Weg lineare Differentialgleichungen, deren Koeffizienten rationale Funk- 
tionen von x sind, deren keine identisch zu verschwinden braucht. Dabei be- 
diene ich mich zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten der Integrale 
der Form 


(x — ay I, D, (x —ay 


v=0 


nicht unendlicher Determinanten, sondern derjenigen Resultate, die ich in einer 
vorausgehenden Arbeit über lineare Differenzengleichungen? gewonnen habe, und 
die mir für den vorliegenden Zweck besonders bequem erscheinen. Ohne jedoch 
näher auf die Natur der notwendigen und hinreichenden Bedingungen einzu- 
gehen, gelange ich dann zu einigen speziellen Klassen von Differentialgleichungen, 
bei denen eine Anzahl von Partikulärintegralen an einer einzelnen singulären 
Stelle oder auch in der ganzen Ebene holomorph sind. 


$ 1. 


2. Die Stelle a, an der die Integrale untersucht worden sollen, mag der 
einfacheren Schreibweise halber in den Nullpunkt verlegt werden. Wir bringen 
dann die Differentialgleichung auf die »Normalform: : 


* Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. Journal f. d. reine u. angewandte Mathe- 
matik, Bde 74 ff. 

*oSur les intégrales requlieres des équations differentielles linéaires. Acta mathematica, 18 (1894). 
Siehe auch zwei Noten in den Comptes rendus, 116 (1893) pag. 91 und 365, 

* Seite 109 dieses Bandes, 
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zu d diy 
(1) Dates + 6.10 + Gar’ +. 6 a) pe mur 
i=0 \ 
wobei die Polynome 
P;(%) = Cio + CiiX + Cia? + Hr (6— 0, 1,... m) 


als teilerfremd vorausgesetzt werden dürfen. Es kónnen dann insbesondere die 
Zahlen c;o nicht alle verschwinden, weil sonst die Polynome P;(x) den gemein- 
samen Faktor x hätten; daher ist 


(2) cool + | euo] + ode t [emo] > 0. 
Ferner darf auch 
(3) [6] + leı,»| + +++ + [em] > 0 


angenommen werden. Denn wenn alle c;, verschwinden würden, so wären die 
Polynome P;(x) alle von geringerem als dem 7*® Grad, und es könnte dann 7 
durch eine kleinere Zahl ersetzt werden. Endlich ist auch 


(4) |¢m,o] + | ema] + p nier 0, 


weil sonst die Differentialgleichung von geringerer als der mt Ordnung wäre. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass sich alle Integrale 
im Nullpunkt bestimmt verhalten, lautet jetzt einfach: c5,0- o. Wenn diese 
erfüllt, und wenn ausserdem noch cj;--0 ist für à + k « m, so haben alle Koef- 
fizienten der Differentialgleichung den Faktor x”, und der Nullpunkt ist dann 
nicht nur keine Stelle der Unbestimmtheit, sondern überhaupt kein singulürer 
Punkt mehr. 

Wir brauchen indes ausser den Ungleichungen (2), (3), (4) keinerlei Voraus- 
setzungen über die Koefficienten c;; zu machen, sondern werden alle Fälle der 
Bestimmtheit und Unbestimmtheit gemeinsam behandeln können. Vorwegzu- 
nehmen ist lediglich der Fall r — o. Die Differentialgleichung hat dann die ein- 
fache Gestalt: 


C diy 

Do 70 (Cm < 0) 
‚x 

i=0 


und lässt sich folglich ohne weiteres integrieren. Wie bekannt, entsprechen näm- 
lich einer k-fachen Wurzel o der »determinierenden Fundamentalgleichung» 


142 Oskar Perron. 
€, + 6,0 + 650 (0— 1) +--+ emo(o— x)... (o— m Er) —0 


die & Integrale 


ek à kl 
1, COLO Montes eee oes er 
womit dieser einfache Fall bereits erledigt ist. 


3. Von jetzt ab sei daher 


(5) 10% 

Substituiert man dann die Reihe 

(6) y — D Dy xe” 
v=0 


in die Differentialgleichung (1), so erhält man, wenn zur Abkürzung 


(7) Coh + €1,&0 + €o,nQ (o — X) + --- + Cm,nQ(0 — 1) ... (p— tn -- x) — fa (o) 
(LH 0 noe) 


gesetzt wird, zur Berechnung der Koeffizienten D, die Formeln: 


D,f,(e) = 9 
D, f (o RS I) ar DT, (0) — 0 
(8) D,f,(9 + 2) + Difie+ 1) + D,h(e)—=o 


Doro (e + v +7) + Dis afh(g + v -r—1) - + Dif (o v)=0 


Wegen der Forderungen (2) und (3) sind speziell die Funktionen f,(e) und 
f(e) nicht identisch Null. Ist nun etwa co = €2,0 — ::: =Cm,o = 0, reduciert sich 
also f,(og) auf die Konstante coo, welche dann von Null verschieden sein muss, 
so gibt es offenbar kein Integral der verlangten Form. Denn wenn die Ent- 
wicklung etwa genau mit der o'*" Potenz beginnt, also D, o ist, so widerspricht 
dies der ersten der Gleichungen (8).! Als eine notwendige Bedingung für die 
Existenz von Integralen der Form (6) finden wir daher 


(9) leo] + eso] + e + [emo] > 0. 





"Wie Herr Tuow£ |. c. Bd. 74 gezeigt hat, kann es überhaupt immer höchstens so viele 
sich bestimmt verhaltende Integrale, also a fortiori höchstens so viele Integrale der Form (6) 
À c o 4 

geben, als der Grad des Polynoms fj(o) beträgt. 
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Diese Bedingung sei erfüllt, sodass f,(o) sich nicht auf eine Konstante redu- 
ziert. Bedeutet dann o, eine beliebige Wurzel der Gleichung f,(o) = o, und setzen 
wir in dem hypothetischen Integral (6) speciell o — o,, so wird die erste der Be- 
dingungsgleichungen (8) von selbst erfüllt. Die Gesamtheit der übrigen aber 
teilen wir in folgender Weise in zwei Klassen. 

Da, wie schon bemerkt, die Polynome f,(o) und f,(o) nicht identisch ver- 
schwinden, so kann man eine Zahl N angeben, derart, dass für » > N: 

(10) | fo(Qo + v + r)zo, flo, + v) < 0 


wird. Denkt man sich die Koeffizienten c;; nicht als numerisch gegebene Kon- 
stanten, sondern als variable Parameter, so wird man für diese zunüchst einen 
Bereich 7 abgrenzen, von der Beschaffenheit, dass für alle Parameterwerte im 
Bereich 7 die Wurzeln der Gleichungen f,(o)— o und f,(o) — o unter einer end- 
lichen’ Schranke liegen. Dann kann man N derart wählen, dass für » > N die 
Ungleichungen (ro) im ganzen Bereich 7 gelten. Nach dieser Festsetzung nehmen 
wir in die eine Klasse die 2!*, 3t,...(N + r)'* der Gleichungen (8) auf. Diese 
lauten, wenn wir die einzelnen Summanden der linken Seiten in umgekehrter 
Reihenfolge schreiben: 


Dy f. (o) T D, fy (0, +1)=0 
(11) Dy f2(0o) + Dif, (eo + 1) + D,f,(e + 2) =0 


Dx-ıfr(e N er); Def, (0, BEN.) dfe EE Dy" f (Qo + Nice t— 1) = 0. 


In die andre Klasse nehmen wir alle übrigen der Gleichungen (8). Also, wenn 
man durch den ersten Koeffizienten, der ja gemäss unsrer Wahl der Zahl N von 
Null verschieden ist, dividiert: 





(12) pup uM ey iA») pma. (ys Ny. 


In diesen Gleichungen ist auch der letzte Koeffizient nach Annahme stets von 
Null verschieden. 
4. Nun sei c,,, die erste der Zahlen 
Cm,0; Cm,1: +++ Cmr, 


welche nicht gleich Null ist (nach (4) sind ja nieht alle gleich Null). Es ist dann 
auch f.(o) das erste der Polynome 


144 Oskar Perron. 
(eo), fı(e), t (0), 


welches genau vom nf Grad ist; die vorhergehenden sind von geringerem; die 
nachfolgenden jedenfalls nicht von höherem Grad. 

Die Gesamtheit der Gleichungen (12) ist daher, als Differenzengleichung auf- 
gefasst, ganz von der Art, wie ich sie in der genannten Arbeit studiert habe, 
und aus dem Theorem pag. 129 folgt sogleich, dass es genau r — e linear unab- 


hängige Systeme 


(13) DU, D®,... De) („=N,N+1,N+2,...) 


gibt, welche den Gleichungen (12) Genüge leisten, und für welche ausserdem 
| Do | « M" (Ü=1,2,...r—e) 


ist. Bei jeder Lösung D, von (12) dagegen, die sich nicht linear aus DV, DO, ... 
D'-9 zusammensetzt, ist D, für unendlich viele Werte von » grösser als eine 


positive Potenz von »!. In diesem letzteren Falle divergiert also die Reihe 


oo 
> D, a90+ v 
v=N 


für alle Werte von x. Der erste Fall dagegen kann offenbar durch e von ein- 


ander unabhängige Gleichungen 
(14) yK,oDn + YR.1ıDnHm + cc + YRr-ı DH = 0 (K=1,2,...e) 


charakterisiert werden. Die Koeffizienten yx; sind dabei bis zu gewissem Grad 
willkürlich. Eindeutig bestimmt sind nur die Verhältnisse der Determinanten 
ihrer Matrix, und zwar dadurch, dass die r — e Wertesysteme (13) den Glei- 
chungen (14) genügen müssen. Diese Wertesysteme und folglich die genannten 
Determinantenverhältnisse hängen natürlich von den cj; ab; doch will ich auf 


die Natur dieser Abhängigkeit hier nicht näher eingehen. 
5. Seien jetzt, sofern dies möglich ist, die N +r Zahlen 
(15) «Dose SD ern 
derart gewählt, dass sie den Gleichungen (11) und (14) Genüge leisten. Wenn 


man dann die folgenden D, aus (12) berechnet, so wird es eine Zahl M geben, 
derart, dass |D,|< M" ist. Daher konvergiert die Reihe 


= 
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(16) $ pane 


v=() 


in einem gewissen Kreis, und stellt folglich ein Integral von (1) dar. 

Wenn dagegen die Zahlen (15) nicht allen Gleichungen (rr) und (14) Genüge 
leisten, so stellt die betreffende Reihe (r6) gewiss kein Integral dar. Denn damit 
sie überhaupt konvergiert, sind ja die Bedingungen (14), und damit sie ein Inte- 
gral darstellt, auch (11) erforderlich. 

Hieraus folgt aber, dass es genau soviel linear unabhängige Integrale der Form 
(16) gibt, als die Gleichungen (11), (14) linear unabhängige Lesungen haben. 

Dies sind aber zusammen N + r— 1+ e homogene lineare Gleichungen mit 
N + r Unbekannten. Die Matrix ihres Koefficientensystems ist: 


f (@v) fo(@o+ 1) 
f.) i Ores 1) fy (Go + 2) 


(17) fr (Qo r Nr) fr—1(@0 + N) QC EO Klet rt) 


JA or MS Piece dT RE] 
y "T 
46,0 $a EXE wo eser cop (A JI 


Sei À der »Rang» dieser Matrix, sodass also nicht alle R-reihigen Determi- 
nanten verschwinden, wohl aber alle (À + r)reihigen. Dann haben die Glei- 
chungen bekanntlich N + r — R linear unabhängige Lösungen, also gibt es ebenso 
viele Integrale der verlangten Form. Umgekehrt, wenn es N +r— AR Integrale 
gibt, dann haben die Gleichungen ebensoviele Lósungen, und der Rang der Ma- 
trix ist daher gleich À. Setzen wir noch N +7—R 





— s, so folgt hieraus das 


Theorem I. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Dif- 
ferentialgleichung (x) genau s linear unabhängige Integrale der Form 


y = x9 > D, x" 


v=0 


hat, wo oy eine Wurzel der Gleichung f,(o) = o bedeutet, besteht darin, dass die Ma- 
trix (17) vom Rang N + r —s ist. 

Bemerken wir, dass die gefundenen Integrale nicht notwendig zum Expo- 
nenten o, gehören in dem Sinn, dass die Entwicklung wirklich mit der Potenz 
v^" beginnt; es kann sehr wohl in allen Integralen auch D, — o sein. 
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6. Die Bedingung des Theorems leidet an dem Übelstand, dass darin die 
7x,; Vorkommen, deren Abhängigkeit von den im Bereich 7 liegenden Parametern 
cj; sehr kompliciert ist. Man kann indes leicht eine Bedingung angeben, die 
von den 7x; frei und die wenigstens hinreichend ist. Sei nämlich die Matrix 


| fr(Qot+N —31) feos NV)... la +N +7—2) 
vom Rang Ry; dann ist der Rang der Matrix (17) offenbar < Ry +e. Daher 


die Anzahl der fraglichen Integrale nach obigem > N + r—Ry—e. Setzt man 


also diesmal N + r — Ry = s, so ergibt sich: 


Korollar I. Wenn die Matrix Ay vom Rang N + r— s ist, und wenn von 
den Zahlen 


Cm,0, Cm,1: ++ + Cm, 


die e ersten verschwinden, während cm. = o ist, so gibt es mindestens s — e linear 


unabhängige Integrale der gleichen Form wie in Theorem I. 


7. Man bemerke, dass diese hinreichende Bedingung mit wachsendem N 
sich zwar formal ändert, indem die Determinanten, deren Verschwinden und 
Nichtverschwinden sie ausdrückt, immer andere und andere werden. Inhaltlich 
aber bleibt die Bedingung, solange der Bereich 7 für die c;; festgehalten wird, 
bei wachsendem N konstant, insofern die Bedingung für N diejenige für N + 1 
nach sich zieht, und umgekehrt. Man kann also durch Vergrösserung von N 
keinerlei Reduktion der Bedingung erhoffen. ' 

Hierzu genügt es zu beweisen, dass wenn die Matrix Av vom Rang N + r— s 
ist, der Rang von Axsı gleich N+1+r—s sein muss, oder also, dass die 
Gleichung à 

Rnh=Rx+ı 


bestebt. Nun ergibt sich aber einerseits schon aus dem Begriff des Ranges die 
Ungleichung 
Ryu < Rx EEE 


Anderseits aber kann man auch aus einer nichtverschwindenden Rx-reihigen 
Determinante der Matrix Ax leicht eine nicht verschwindende (Ry + 1)-reihige 
der Matrix Axzı bilden, indem man nämlich die letzte Zeile und Kolonne von 
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An: hinzunimmt, wodurch die ursprüngliche Determinante nur mit der von Null 


verschiedenen Zahl f,(0, + N + r) multipliziert wird. Es ist daher auch 


E N44 - A Ry ane 
und folglich in der Tat 
Rx RA Her. AW. 2. ba w. 


S. Bemerken wir noch folgenden Spezialfall. Sei p eine positive ganze 
p(p 1) 
2 


Zabl, und es móge etwa o, eine gemeinsame Wurzel der Gleichungen 


fn(e + 1) =0 (A, 4 = 0,1, 2,...3 h+ti<p) 


sein. Dann ist insbesondere /,(0,) =o, und ausserdem enthalten die p — 1 ersten 
Zeilen der Matrix Ay lauter Nullen. Da diese Matrix aber N + r — 1 Zeilen hat, 


so verschwinden demnach gewiss alle 
N+r—ı— p—ı)+tı=N+tr—p+ı 


-reihigen Determinanten, und der Rang ist daher gleich N + 7— p — «, wobei 
«7 0 ist. Nach Korollar I gibt es also mindestens p + « — e, d. h. a fortiori 


mindestens p — e Integrale der angebenen Form. Daraus folgt 
Korollar II. /st o, eine gemeinsame Wurzel der Gleichungen 
fa(o + 1) = 0 (h, HS 0, 1,2, -. 2 15 45d < D), 


und bedeutet e die gleiche Zahl wie in Korollar I, so hat die Differentialgleichung 


(1) wenigstens p — e Integrale der Form 


5 
10 > Dre 


v=( 


Speziell für e — 1 habe ich diesen Satz bereits in meiner Arbeit »Über line- 


are Differenzen- und Differentialeleichungen» pag. 473 bewiesen.! 


QI 


"ELI 
9. Unter den im vorigen Paragraphen gefundenen Integralreihen kónnen 
solche mit endlicher Gliederzahl vorkommen, indem die Gleichungen (rr), deren 
Matrix Ax ist, unter Umständen die Lösung 





Dy = Dyy1 = ++: = Dvir =0 





! Mathematische Annalen, Bd. 66, 
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zulassen, ohne dass gleichzeitig für alle » « N auch D, — o wird. Die betref- 
fenden Integrale sind dann abgesehen vom Faktor x“ Polynome in x. Man kann 
leicht die notwendigen und hinreichenden Bedingungen angeben für die Existenz 
einer bestimmten ‘Anzahl solcher Integrale. 


Um zunächst eine notwendige Bedingung zu erhalten, sei o 


SU 


so angenommen, 
dass D, = o ist, und das betreffende Polynom sei dann etwa vom n' Grad; also 


Treo No tire > N. 


Die erste und die (x + 7 + r)* der Bedingungsgleichungen (8) für o = o, lauten 
dann: 


fo (Qo) — 05 (0, + n) —0: 
Wenn also die Differentialgleichung (r) ein Integral der Form 


y = 2% P(x) 


haben soll, wo P(x) ein Polynom ist, so muss es notwendig eine ganze Zahl 
n(> o) geben, derart, das die zwei Gleichungen 


fe) = o, f. (pg + n) — o 


eine gemeinsame Wurzel haben. Diese notwendige Bedingung ist sicher dann 
nicht erfüllt, wenn f,(o) sich auf eine Konstante reduciert; in diesem Fall kann 
es also gewiss kein Integral der obigen Form geben. 


10. Um nun auch die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu 
finden, sei o 


NO 


wieder irgend eine Wurzel der Gleichung f,(o) — o. Ist D, wieder 
die letzte von Null verschiedene der Zahlen D,, so ist nach obigem 


(oo +n) = o. 
Wenn also eine Zahl N so gewählt wird, dass für v=N 
fr(Q) + ») #0 
ist, so muss bei jedem Integral der verlangten Form notwendig D, 2 o sein für 


v> N; daher reducieren sich die Bedingungsgleichungen (8), wenn darin o = o, 
gesetzt wird, auf die folgenden: 


Dyfi (Go) + D, f5(@ +1)=0 
Df, (o) "m Df, (00 + 1) + D, fy (0 +2)=o 


Dy-2fr(o, + N —2) + Dn-ifr—1(0. + N—ı)=o 
Dy—fr(o, + N—1)=0. 
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Es wird also genau soviele Integrale der verlangten Art geben, als dieses 
Gleichungssystem linear unabhängige Lösungen hat. Die Matrix dieses Systems 
sei By; sie geht offenbar aus der Matrix Ay hervor, indem man die 7 letzten 
Kolonnen wegstreicht. Ist R der Rang der Matrix By, so ist die Anzahl der 
unabhängigen Lösungen gleich N — A. Dies ergibt das 


Theorem II. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass dic 
Differentialgleichung (1) genau s linear unabhängige Integrale der Form 


y = x9 P (x) 


hat, wo o 


Vo 


eine Wurzel der Gleichung f,(e) — 0 bedeutet, und wo P(x) ein Polynom 
sein soll, besteht darin, dass die Matrix By vom Rang N — s ist. 


1l. Nun kann es ferner vorkommen, dass unter den Integralreihen sich 
solche finden, die zwar keine mit 2 multiplicierten Polynome sind, die aber 
doch beständig konvergieren. Die betreffenden Integrale sind dann, vom Faktor 
x abgeseben, ganze (transcendente) Funktionen von x. Um die Existenz sol- 
cher Integrale in allgemeinster Weise zu prüfen, und um zugleich die Stärke der 
Konvergenz zu untersuchen, sei €», die letzte von Null verschiedene unter den 
Zahlen 


Coh» CLA» +++ Cm,h- 


Es ist dann allgemein das Polynom /;(o) vom Grad m;. Sollte für einen be- 
sonderen Index Ah vielleicht f; (o) identisch verschwinden, also die Zahlen co 5, - . . 65,7 
alle gleich Null sein, so versagt diese Definition der Zahl m;. Wir müssen dann, 
um genaue Übereinstimmung mit der Bezeichnungsweise in der vorausgehenden 
Arbeit zu erzielen, my = — © setzen; für das folgende würde es aber auf das 
gleiche hinauskommen, wenn wir in diesem Fall m, — o definieren würden. 

Wir konstruieren jetzt in einer Ebene unter "Zugrundelegung eines recht- 
winkligen X- Y-Coordinatensystems die r + 1 Punkte P; (h — o, 1, ... r) mit den 
bez. Koordinaten 


a —— h,y— m (CSO apes m 


und umspannen diese Punkte mit einem nach der positiven Y-Seite konvexen 
Newron-Puiseuxschen Polygon (Siehe Figur). 
Das Polygon habe o + 1 Ecken 


Bel Bes Bey... Pe, — P 
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und die trigonometrische Tangente des Neigungswinkels der (4 + 1)" Polygon- 


seite gegen die X-Achse sei q;: also 


CC) 
IS ON . 
d 2 €141 — €; 
Es ist dann offenbar 
(19) Gru > > °° > Yor: 


Betrachten wir nun wieder wie in $ 1 die Differenzengleichung 


figs Y r—1), fr(@ + ») 


So D, oe ES eu JE = 
fer foloo + +1) 


fi(ootv+r) D, = 0 (v ZN), 


(12) JD ve "I 


so wird hierin der Koeffizient von D,,, ; die Form 


In (0, dM E h) Crp, h ym 


I+n) 
fo (Qo Ei v r) Como, 0 


haben, wo 1 mit wachsendem » gegen Null konvergiert. Konstruiert man also 
in Bezug auf diese Differenzengleichung das Newron-Puiseuxsche Polygon nach 
der Vorschrift von $ 5 der vorausgehenden Abhandlung (pag. 132). so wird sich 
diese Konstruktion von der soeben ausgeführten nur dadurch unterscheiden, dass 
die X-Achse parallel mit sich um die Strecke m, verschoben ist. An dem Poly- 
gon selbst aber, und insbesondere auch an den Neigungswinkeln seiner Seiten 
gegen die X-Achse wird nichts geändert. Nach Satz 4 pag. 135 hat also die Diffe- 
renzengleichung (12) ein Fundamentalsystem von r Lösungen 


Do, De Do 
Re EIER BIER 
die derart in o Klassen zerfallen, dass die (o — A)'* Klasse (k\=6—1,0—2,...I,0) 


genau e;41— €; Lösungen enthält, und dass diese Lösungen und ihre linearen Kom- 


binationen den Ungleichungen genügen. 
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| D, | € M(t)” für alle hinreichend grossen v 


| D,| > m’ (r 1)” für unbegrenzt viele v. 


12. Ich bezeichne nun, der Terminologie von VivANTI-GUTZMER ! folgend, 
als u-Index einer Potenzreihe Y D,x" oder auch allgemeiner einer Reihe der Form 
X D,x°°+" diejenige reelle Zahl «, welche durch die Forderung eindeutig bestimmt 


ist, dass bei jedem positiven & die Ungleichungen 


I a3 "do. 
| 2. |< (riy für alle hinreichend grossen v 
» 5 


De 


Dale ( für unbegrenzt viele 1 


v Nut: 


: : deu I 
bestehen. Ist aber |D,| kleiner als eine beliebig hohe Potenz von -,, wenn 
Mes 


nur » genügend gross, so ist der w-Index gleich + c; dies ist insbesondere der 
Fall, wenn von einem gewissen » ab alle D, verschwinden, wenn also die Reihe 
eine endliche ist. 

Ist der «-Index positiv, so konvergiert die Reihe beständig; ist er negativ, 
so divergiert sie beständig. Ist er aber Null, so kann der Konvergenzradius 
gleich null, endlich oder unendlich sein. 

Ich behaupte dann, dass der u-Index einer jeden Reihe der Form 


00 

W 1 
» D, xe", 
v=0 


welche formal die Differentialgleichung (x) befriedigt, notwendig eine der Zahlen 


COUPER LES © 


sein muss. Denn die Koeffizienten D, für » > N müssen. damit die Reihe die 
Differentialgleichung (r) formal befriedigt, den Gleichungen (12) genügen, sich 
also linear aus den > Fundamentallósungen, DV,... D'? zusammensetzen: 


Di = a, DY + ay De JL E ar D ; 


Sind hiebei alle Koeffizienten a; — 0o, so ist D,— o für v > N, also der ı-Index 
gleich + c. Sind aber nicht alle a;— o, so sei die Zahl À aus der Reihe 
0, I, ...@—1 so gewählt, dass die (c — 4)!° Klasse die letzte ist, deren Lösungen 





' Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, Leigzig 1906, pag. 229 
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nicht sämtlich den Koefficienten a; — 0 haben. Dann ergibt sich aus dem oben 
gesagten unter Berücksichtigung der Ungleichungen (19): 


| D, |< M’ (v1) für alle hinreichend grossen » 


ID, |> m’ (v!) für unbegrenzt viele », 


sodass jetzt der «-Index gleich — q; ist. W. z. b. w. Zugleich zeigt unsere 
Analyse, das der «-Index nur dann gleich + «c ist, wenn die Reihe abbricht; 


ferner, dass, wenn der «-Index gleich Null ist, der Konvergenzradius zwischen 


positiven. Grenzen liegt | und | Insbesondere ist daher bei einer beständig 
2 m 


I 
M 
konvergenten Integralreihe der u-Index stets positiv, nicht null. 

Damit ist keineswegs gesagt, dass jeder dieser möglichen #-Indices nun auch 
wirklich vorkommt. Dies wäre allerdings der Fall, wenn die Koeffizienten D, bloss 
den Gleichungen (12) zu genügen hätten, welche r von diesen Keofficienten will- 
kürlich lassen. In Wirklichkeit sind aber, damit die Differentialgleichung (r) 


formal befriedigt wird, ausserdem noch die Gleichungen (11) zu erfüllen, welche- 


im allgemeinen diese Willkürlichkeit bedeutend einschränken und dadurch einige 


der möglichen «-Indices ausschliessen. 


13. Bedeutet D, eine beliebige Lösung von (12), die sich schon linear aus 
den r — e; Fundamentallósungen der 6 — 7 ersten Klassen zusammensetzt, so ist 


nach obigem gewiss für alle hinreichend grossen Werte von v 
| D. | « 7?» 1)%. 


Jede andre Lösung von (12) dagegen, bei deren linearer Zusammensetzung aus 
den + Fundamentallósungen also auch mindestens eine aus den 4 letzten Klassen 
einen Koefficienten a; = o hat, genügt eben deshalb und wegen (19) für unbegrenzt 
viele Werte von » der mit der vorigen unverträglichen Ungleichung: 


| D, | $m? (at. 


Daraus folgt nun, dass es genau r — e; linear unabhängige Lösungen von 
(12) gibt, welche der Ungleichung 


| D, |< Me (ny 


für hinreichend grosse Werte von » genügen; nämlich die und nur die, welche 
sich schon aus den > — e; Fundamentallósungen der 6 — 4 ersten Klassen zu- 


wd 
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sammensetzen. Diese r — e; Lösungen lassen sich offenbar charakterisieren durch 


e; von einander unabhängige Gleichungen: 


(20) 2 Dy + 72,D 0 (K—r,2,...6;). 


A Pe A AU) 
N Kl N+1 ip y D 


N+r—1 


Nun kann man an diese Gleichungen ganz die nämlichen Folgerungen 
knüpfen, wie in $ 1 an die analogen Gleichungen (14). An Stelle der Matrix (17) 
tritt dann offenbar die folgende: 


f, (20) fo(@o + 1) 
1a (0,) fh (o, I) fy (Qy) +2) 


(Es) fr (o EN —3) fa. N) . . „flat N-+r— 1) 
Ad) AL) 
‘1,0 i 1 
af?) apd) 
“e,,0 5ej,r—l 


und man erhält das 


Theorem III. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass man 
die Differentialgleichung (1) durch genau s linear unabhängige Reihen der Form 


Le] 
y = v9 > Dua 


v=0 


formal befriedigen kann, wo o, eine Wurzel der Gleichung f,(o) — o bedeutet, und wo 
| D, | « M" (v1)? 


für alle hinreichend grossen Werte von v sein soll, besteht darin, dass die Matrix 
(21) vom Rang N +r—s ist. 

Man bemerke, dass es sehr wohl mehr als r — e; linear unabhángige Reihen 
von der in diesem Theorem angegebenen Beschaffenheit geben kann, obwohl die 
Differenzengleichung (12) nur r — e; linear unabhängige Lösungen hat, welche 
der verlangten Ungleichung genügen. Ist die Anzahl der betreffenden Reihen 
etwa gleich r — e; +a, so ist aber klar, dass sich durch lineare Zusammen- 
setzung daraus mindestens « Reihen ergeben müssen, welche der trivialen Lö- 
sung von (12): D,—0 für » > N entsprechen. Die Differentialgleichung (1) hat 
also dann mindestens « Integrale, welche, vom Faktor 2% abgesehen, Poly- 
nome sind. 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 9 avril 1910. 20 
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14. Das Theorem III führt nun wieder leicht zu solchen Bedingungen, die 
von den ;g, frei sind und die wenigstens hinreichen. Der Process ist dabei 
wörtlich der gleiche, der zu den Korollaren I, II führte, sodass ich wieder gleich 


das Resultat angeben kann. 


Korollar III. Wenn die Matrix An (pag. 46) vom Rang N --r— s ist, so 
gibt es mindestens s — e; linear unabhängige Reihen der Form 


oo 
x » Teva 


—=0 


welche die Differentialgleichung (1) formal befriedigen, und deren Koeffizienten den 


Ungleichungen 


| Dy |< M" (v1) 
genügen für alle hinreichend grossen Werte von v. 
Korollar IV. /st o, eine gemeinsame Wurzel der Gleichungen 
În(o +i)— 0 (hi; $0, 1,2, SR UD) 


so gibt es wenigstens p— e; linear unabhängige Reihen von der in Korollar III 
angegebenen. Beschaffenheit. 

Mit diesen Sätzen ist übrigens keineswegs gesagt, dass der «-Index der be- 
treffenden Reihen gleich — q; ist, sondern nur dass er nicht kleiner sein kann 
als —q,. Er kann aber sehr wohl für einige oder alle Reihen auch grösser sein. 


15. Die Zahlen 9, q,,... dci, welche den Ungleichungen (19) genügen, 
können alle positiv sein, d. h. die Seiten des Newtonschen Polygons alle von 
links nach rechts aufsteigend. In diesem Fall nützen uns die obigen Sätze nichts, 
da sie ja nur aussagen, dass der «-Index mindestens gleich einer gewissen nega- 
tiven Zahl — q; ist, also die Konvergenz der betreffenden Reihen nicht ver- 
bürgen. Da wir überdies aber wissen, dass der u-Index eine der Zahlen — g, 
oder + o, also im gegenwärtigen Fall entweder negativ oder + « sein muss, 
so kommt eine konvergente Reihe überhaupt nur zu Stande, wenn er + o ist. 
Aber dieser Fall tritt wieder nur ein, wie wir sahen, wenn die Reihe abbricht. 
Wenn also alle Zahlen g, positiv sind, so muss ein Integral der Form a 9 Da" 
vom Faktor z^ abgesehen notwendig ein Polynom sein, sodass dieser Fall nach 


Theorem II vollständig erledigt werden kann. 
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Sind dagegen unter den Polygonseiten auch solche, die horizontal verlaufen 
oder von links nach rechts absteigen, d. h. sind die Zahlen q,, 91, ... qo—1 alle 
oder zum Teil <0, so wenden wir unsere Resultate speziell auf diejenigen Werte 
von 4 an, für welche q; «o ist. Die betreffenden Reihen liefern dann wirkliche 
Integrale der Differentialgleichung (1), weil die Ungleichungen, denen die D, 


genügen, Konvergenz erzwingen, für g;« o sogar bestündige Konvergenz. 


16. Ein Beispiel mag die Sache illustrieren. Untersuchen wir die Diffe- 


rentialgleichung vierter Ordnung: 
diy 


3 
qoa + eT +dxy=0, 


(ax? + ba?) 


wo die Konstanten a, b, c, d von Null verschieden sein mógen. Um sie auf die 


Normalform zu bringen, müssen wir mit 2? multiplizieren, es kommt dann: 


dy 


n 
at (ax + CP zi ato + daty — 0, 


also ist m — 4, r — 4; ferner 
€4,1— &, C42 — b, Cao — €, C4 = d, 


während die übrigen c;; den Wert Null haben. Die Funktionen f;(o) sind daher 


. die folgenden: 








f.(e) = cole — x) (o — 2) 

f. (9) — ao(p — x) (o — 2) (o — 3) 
Mol bolo— —r)(o—.2)(o— 3) 
fa(e) = o 

fa(o) = d; 


also 








Mo = 3; M —4, m,—4, M—=—D0, M, —0. 


Das Polygon hat infolgedessen die nebenstehende 
Gestalt und man findet: 














Lg 
en 0, Cie Oni POE 
do — I, Q1—0,; Q; 2 








Ferner ist 
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fy (0) m Jo(m) 23 fo(2) == f,(0) ad fix) FI f.(o) RO 


sodass man bei Anwendung des Korollar IV o, — o und p — 3 setzen kann. Man 
erhält dann mindestens 


p—e,=3 Reihen, für welche | D,|< M"(v!)* — M"»!, 


p —e,=2 Reihen, für welche | D,| « M’(v!) = M", 
5 2 , M" 
p —e,—1 Reihe, für welche | D,| « M"(v!)& = En; 
y 
ist. Es giebt also mindestens drei der Differentialgleichung formal genügende 
Potenzreihen. Unter diesen finden sich mindestens zwei, die einen von Null 
verschiedenen Konvergenzradius haben, also zwei im Nullpunkt analytische In- 
M 
(nme 


welches also eine ganze Funktion von a darstellt. Um deren u-Index genau 


tegrale. Unter diesen wieder ist mindestens eines, bei dem | D,|< ist, 


festzustellen, beachte man, dass er nur die Werte — g, — 2 oder + o haben kann. 
Wäre er +, so müsste die Reihe abbrechen; die Differentialgleichung hätte 
dann ein Polynom zum Integral. Dies kann aber nach den Erôrterungen 
am Ende von No. o nicht sein, weil sich f,(o)— f,(o) auf die Konstante d redu- 
ziert. Die Differentialgleichung hat also mindestens eine ganze Funktion zum 
Integral; diese ist notwendig transcendent, und ihr w-Index ist gleich 2. 

Wenn die Koeffizienten a, b, c, d gewissen Bedingungen genügen, so kann 
es auch mehr als zwei im Nullpunkt analytische Integrale geben, oder auch mehr 
als ein Integral, das eine ganze transcendente Funktion ist. Auf keinen Fall 
aber gibt es mehr als yr — e, — 3 im Nullpunkt analytische Integrale, und auch 
nicht mehr als r — e, — 2 Integrale, die ganze Funktionen sind. Denn nach den 
an Theorem III angeschlossenen Erörterungen müsste die Differentialgleichung 
dann auch ein Polynom als Integral zulassen, was aber nicht der Fall ist. 


I7. In den Sätzen dieses Paragraphen sind die des vorigen als Spezialfall 
enthalten. Denn wenn c„.. die erste der Zahlen c,,; ist, welche nicht verschwin- 
det, wenn also f.(o) das erste der Polynome /;(o) ist, welches den m'*" Grad 
erreicht, so ist 

Me = M 


mj,*€ m —1 für h «e. 


Bei der Konstruktion des Newron’schen Polygons erweist sich demnach der 
Punkt P, als Ecke, und zwar sind die Polygonseiten bis zum Punkt P, auf- 
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steigend, von P, an aber horizontal oder absteigend. Unter den Zahlen v; 
kommt daher insbesondere die Zahl e vor, und für e; — e ist 


Ga S0, 971 > 0: 


Setzt man diese Werte von e; und q; in die Sätze dieses Paragraphen ein, so 
gehen die des $ 1 daraus hervor. 

18. Ein zweiter wichtiger Spezialfall ist folgender. 

Sei cm, die letzte der Zahlen c„,n, welche nicht verschwindet, also f,(o) das 
letzte der Polynome /„(e), welches den m'*" Grad erreicht. Dann ist natürlich 
e>e; ferner 

Me =m 


mj € m — 1 für h>e. 


Es wird also auch P, ein Eckpunkt des Newron’schen Polygons; die Seiten sind 
bis P, aufsteigend; dann folgt eine horizontale bis P,; der Rest ist absteigend. 
Es wird also unter den Zahlen e; auch die Zahl « vorkommen, und für e; — ist 


VÉLO 41-120. 
Man sieht leicht, dass sogar 


qi S 





wird. Denn es ist 


Me; =M—M; Mes EUR rouge, — e tese es 


daher 








S =< A 
e,+1 — €; C7 ere Ci € 


Da alle beständig konvergenten Integralreihen, wie pag. 152 festgestellt wurde, 
notwendig einen positiven w-Index haben, sodass der Wert — qj); dafür nicht 
mehr in Betracht kommt, so besagt Theorem III für e; — :: 


Theorem IV. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass di 
Differentialgleichung (1) genau s linear unabhängige Integrale hat, welche abgesehen 
vom Faktor x% ganze Funktionen von x sind, besteht darin, dass die Matrix (21) 
für e; =e vom Rang N + v — s ist. 


' Offenbar ist q; ,—0 für e« s; dagegen q; , 0 für ee, 
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Der u-Index der betreffenden ganzen Funktionen ist mindestens gleich 
RE 


Dabei bedeutet e die grösste der Zahlen h — 0o, 1,...v, für welche cn <0 ist. 
Ebenso folgt aus den Korollaren III und IV: 


Korolar V. Wenn die Matrix Ay vom Rang N + r — s ist, so hat die Dif- 
ferentialgleichung (x) mindestens s — linear unabhängige Integrale von der gleichen 
Beschaffenheit wie in Theorem IV. 


Korrollar VI. /st o, eine gemeinsame Wurzel der Gleichungen 
fn(e +i)—0 (h,?—0,1,2,...; h+ti<p), 


so gibt es mindestens p — & derartige Integrale. 


; à Td mes 
19. Wir wollen nun neben der unteren Grenze — für den u-Index auch 


eine obere angeben. Zwar kann der u-Index gleich + c sein; aber nur dann, 
wenn die betreffende ganze Funktion ein Polynom ist. Ist sie dagegen transcen- 
dent, so ist der w-Index eine der Zahlen — q4;. Da aber nach Definition 
Me, — Mey, m — o 
d! AFL SL 


—q= - < sm 
Cri eg | Crise 


ist, so ergibt sich 


Theorem V. Genügt eine ganze transcendente Funktion von x einer linearen 
homogenen | Differentialgleichung, deren Koeffizienten rationale Funktionen von x 
sind, so ist thr u-Index ein positiver Bruch mit ganzzahligem Zähler und Nenner, 
wobei der Zähler höchstens gleich der Ordnung der Differentialgleichung ist. Ins- 
besondere ist also der u-Index selbst höchstens gleich dieser Ordnung. J 

Dass der «-Index wirklich den angegebenen Maximalwert erreichen kann, 


zeigt das Beispiel der Funktion 


oo , 
N 27 


y'(r—1)!...(v—m + 1)!” 


v=m—1 
welche der Differentialgleichung »'*" Ordnung 


dv 
EH = Yi 10 


ym—1 
v d ym 


geniigt. Allgemeinere Differentialgleichungen dieser Art habe ich in § 7 der zitierten 
Arbeit in den Mathematischen Annalen behandelt, 
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Der letzte Teil von Theorem V lässt sich noch folgendermassen verallge- 
meinern: 


Theorem VI. Wenn mehrere ganze transcendente Funktionen 
F(x), Box), «. « sm) 
die Eigenschaft haben, dass auch jede lineare Verbindung 
e, F, (2) + e Ft) +... + ex Fax) 


transcendent bleibt, und wenn sie ein und derselben linearen homogenen Differen- 
tialgleichung genügen, deren Koeffizienten rationale Funktionen von x sind, so ist die 
Summe ihrer u-Indices höchstens gleich der Ordnung dieser Differentialgleichung. 

Offenbar kommt nämlich der u-Index — g, höchstens so oft vor, als die 
Differenzengleichung (12) linear unabhängige Lösungen der (6 — 2)" Klasse hat; 
deren sind es aber e;,;— e;. Also ist die Summe sämtlicher #-Indices hóch- 
stens gleich 


à | 
D (e2a— e) (—43) = J (me, —m.,,,) 
e7 2:8 ej2 t 
— m — m, < m. W. z. b. w. 
8 3. 


20. Aus den bisher bewiesenen allgemeinen Theoremen sollen nun noch die 
wichtigsten darin enthaltenen Spezialfálle hergeleitet werden, welche sich auf die 
Existenz von Partikulärintegralen beziehen, die in einem singulären Punkt ana- 
lytisch sind, d. h. gewöhnliche Potenzreihen. 


Theorem VII. Sind die Koeffizienten einer homogenen linearen Differential- 
gleichung m'*" Ordnung Polynome, so sind in einer s-fachen Nullstelle des Koeffi- 
zienten der höchsten Ableitung mindestens m — s Integrale analytisch. 

Beweis. Wählen wir als die betreffende Stelle den Nullpunkt, so hat die 
Differentialgleichung die Gestalt 


d" y : dn- y mur dy n 
(22) we Q, (x) dam "5 apr (x) dam ate Peace E UE (x) du st won ays (x)y = 0, 


wobei die Polynome @;(x) im Nullpunkt nicht mehr verschwinden. Von den 
Exponenten s, s,... s, ist mindestens einer gleich Null; sonst könnte man durch 
æ dividieren, und der Nullpunkt wäre dann keine s-fache Nullstelle des höchsten 
Koeffizienten. 
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Wir setzen nun der Gleichmässigkeit halber s=s, und bezeichnen die 


kleinste der Zahlen 
So tr ON S15 T. Soh ten Sly een Sy 
mit g. Es ist also 
(23) &+12>q G@=0, T my 
aber für mindestens einen Index j: 
(24) 8j j— 4. 


Durch Multiplikation mit +74 gewinnt man dann für die Differentialgleichung 
(22) die folgende Normalform: 


dm—2 y 
ita 


d" y 


d qm 


dr—i y 


m —2 ( 4.824-2—4 (C) 
d am-— F æ (a Q:) 


am (xo Q,) E am] (asi*1—a Q, ) 
Mos (amt 4 =0. 
Bringt man diese mit (1) zur Deckung, so ist offenbar wegen (24) 


Cm—j,07* 0, 


es ist also die Forderung (2) pag. 141 erfüllt. Ferner ist bei richtiger Wahl der 
Zahl » natürlich auch (3), endlich auch (4) erfüllt, da ja die Differentialgleichung 
von der mt Ordnung ist. Die Gleichung (25) hat also die Form, wie wir sie 
unsern seitherigen Untersuchungen zu Grunde legten. 

Dabei ist unter den Zahlen 


Cm, 0 : Cm, 1; e Cm,r 


offenbar Cyn, 4 die erste von Null verschiedene, sodass wir 


setzen miissen. Ebenso ist allgemein die erste von Null verschiedene unter den 
Zahlen 


C0 Wee Th Ci 


diejenige, deren zweiter Index gleich s, ;-- m — -—q ist. Es wird also 


Ci,n — 0 für h «ss; + m —$ —9. 


Über lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten. 161 
Oder a fortiori, da doch s »_;> o ist: 
Cn = 0 für ht+i<m—q. 


Dies ist aber nach der Definition der Funktionen f,(o) (pag. 142) offenbar gleich- 
bedeutend mit 
fi?) — 0 für h -à m —q. 


Bei Anwendung des Korollar II können wir also 





Qy— 0, p=m—g,e=s—g 


S 


setzen, wodurch wir das Resultat erhalten, dass es mindestens p— e — m— s 


linear unabhängige Integrale der Form 


oo 
> Dy x 9 


v=0 
gibt. Damit ist aber Theorem VII bewiesen. 
31. Hieraus folgt auch leicht das folgende 


Theorem VIII. Sind die Koeffizienten einer linaren homogenen Differential- 
gleichung m{® Ordnung Polynome, und ist der Koeffizient der höchsten Ableitung 
speziell vom s'*" Grad, so sind mindestens m — s Integrale im Endlichen überall ana- 
lytisch, also ganze Funktionen. 

Wie dieses Theorem aus dem vorhergenden hergeleitet werden kann, habe 
ich 1. e. (Math. Annal. Bd. 66 pag. 475 f.) gezeigt, denn dass ich mich dort auf den 
von Herrn Poıncar& angegebenen Spezialfall beschränkt habe, wo auch die 
übrigen Koeffizienten nur vom st Grad sind, spielt dabei keine Rolle. Ich kann 
also hier von einer Wiederholung dieses Beweises absehen. Der Satz lässt sich 
aber auch ganz direkt gewinnen ohne den Umweg über Theorem VII. Die Diffe- 
rentialgleichung sei 


dm y 
d ym 


: dm-1 y 


+ Q, (x) 


DNS dam 


(26) Q(x) Ir Qo) y — 0, 

wobei also das Polynom Q,(v) vom st Grad ist. Wir untersuchen jetzt die 
Integrale in der Umgebung einer regulären Stelle, welche wir der einfacheren 
Schreibweise halber in den Nullpunkt legen, sodass Q,(0) = o ist. Multipliziert 


man mit x” so kommt 
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qr y 
dan 


dm y : 


a dm-—2 y 
+ am—2(x° LA 
are (°@2) 


2! dam? 


(27) | a"Q C + am1(xQ)) AE PLE 


Diese Differentialgleichung hat offenbar wieder die Normalform, wie wir sie 
unsern früheren Untersuchungen zu Grunde legten, und es ist speziell c„,o = o. 
Weil Q,(x) vom st Grad, so ist ferner unter den Zahlen 


Cm, 05. Cm,1» +++ Cm,r 


offenbar c,,, die letzte von Null verschiedene. Bei Anwendung des Korollar VI 


ist also e — s zu setzen. Ausserdem ist 

Ci, = 0 für h -- 2 «m, 
was wieder gleichbedeutend ist mit 

fai) = o für h+1<m. 


Wir werden also in Korollar VI noch g,— 0, p — m einsetzen, und erhalten dann 
mindestens p —«— m — s linear unabhängige Integrale, welche ganze Funktionen 
von x sind. W. z. b. w. 


22. Wenn der Grad der Polynome Q;(#) genauer angegeben ist, so lassen 
sich auch nähere Angaben über den «-Index dieser ganzen Funktionen machen. 
Seien etwa Q,,... Qm nicht von höherem Grad wie Q, d. h. höchstens vom ste” 
Grad. Dann ist 


Cia —0 für Ari>m+s 
Cm, s zo. 
Von den Zahlen 


Coh» CLA» +++ Cm, h 


sind daher die A— s letzten gleich Null; also ist, wenn wieder m, die auf pag. 149 
angegebene Bedeutung hat: 


(28) m<m—h+s, 
(29 Ms = M. 


Bei dem Newroxschen Polygon ist daher der Punkt P, mit den Koordinaten 
s, m,— m ein Eckpunkt. Bis zu ihm steigen die Polygonseiten an oder laufen 
horizontal. Von da aus aber senken sie sich, und zwar, da die Ordinaten der 
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folgenden Punkte P;,;nach (28) höchstens gleich m — j sind, sodass diese Punkte 


alle unterhalb oder auf der durch P, gehenden Geraden 


y=—-ıtmHts 


liegen, mit einem Nergungswinkel von mindestens 45° gegen die X-Achse. Es ist also 


und folglich der w-Index einer jeden ganzen Funktion, die der Differential- 


gleichung genügt, mindestens gleich r. Dies ergibt 


Theorem IX. Sind die Koeffizienten einer linearen homogenen Differential- 
gleichung m'** Ordnung Polynome höchstens s'*" Grades, und speziell der Koeffizient 
der m' Ableitung genau vom st" Grad, so ist für jede ganze Funktion, die der Diffe- 
rentialgleichung genügt, der u-Index mindestens gleich 1. 

Dieses Theorem gilt auch für s> m, sofern die Differentialgleichung dann 
überhaupt ganze Funktionen als Integrale zulässt, was aber nur ausnahmsweise 
der Fall ist. Für s<m gibt es nach Theorem VIII immer solche Integrale, und 
zwar mindestens m — s linear unabhängige. 

Speziell wird also eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten lauter ganze Funktionen als Integrale haben, und deren u-Indices sind 
mindestens gleich r. Da aber anderseits bei einer solchen Differentialgleichung 
die letzte der Funktionen /;(9) sich offenbar auf eine Konstante reduziert, so hat 
sie jedenfalls kein Polynom zum Integral, sodass nach Theorem VI die Summe 
der u-Indices ihrer m Integrale höchstens gleich m sein kann. Beide Resultate 
zusammengenommen besagen aber, dass für jedes Integral der w-Index genau 
gleich ı ist. Dies lässt sich auch leicht direkt bestätigen. Denn jedes Integral 
setzt sich ja bekanntlich linear zusammen aus m Funktionen der Form 


an eer 2 


Der «-Index einer solchen linearen Kombination ist aber, wie leicht zu sehen, 
der gleiche wie bei der Exponentialfunktion, also in der Tat gleich r. 


München im Dezember 1908. 
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DIVERGENZCHARACTERE GEWISSER DIRICHLET'SCHER 
REIHEN. 


Von 
KONRAD KNOPP 


in NAGASAKI. 


In seiner Arbeit »Über den Divergenzcharacter gewisser Potenzreihen» ! hat 
Herr PRINGSHEIM über das Verhalten von Potenzreihen bei der Annäherung an 
die Konvergenzgrenze sehr weitgehende Sätze bewiesen, die es bisher erst zum 
kleinen Teil auf Dirichlet’sche Reihen zu übertragen gelungen ist. Es ist das 


Ziel der vorliegenden Arbeit, diese Übertragung — im Wesentlichen unter Bei- 
behaltung der Pringsheim'schen Methoden — für die hauptsüchlichsten seiner 


Resultate durchzuführen. 


Es seien 


und 


v d, 
à yt (2) 


vl 
zwei Dirichlet’sche Reihen mit der Grenzgeraden 
R (x) —4À (4 2 0)? 


und zwar möge die Reihe (1) für v — 4 konvergieren, während die Reihe (2) in 
der Weise divergieren soll, dass, 


! Acta mathematica, Bd. XXVIII (1904), S. 1—30. 
? Die Annahme 47-0 bedeutet keine sachliche Einschränkung, erweist sich aber im Fol- 
genden als vorteilhaft. 
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dy — à, + 0, 


gesetzt. wenigstens eine der Reihen 


Oy Gy 
N 1 10» 


- y)/ 


* 


nach + o oder — o divergiert. — 
Dann hat Herr CAHEN! als Analogon zu dem entsprechenden Abel’schen 


Grenzwertsatz über Potenzreihen bekanntlich bewiesen, dass 


VC VC 

y y 

im 25-27 (3) 
v=] v=l 


ist, wenn o, durch reelle Werte abnehmend, sich dem Werte 7 nähert. Von die- 
sem Satz gilt die leicht beweisbare? Umkehrung, dass 


lim | X^ E M ficis (4) 


v=1 


N 
wenn Ze 


eine Reihe der Art (2) bezeichnet, und o sich ebenso wie bei (3) dem 
Werte À nähert. 

Herr CAHEN hat nun ferner gezeigt! und es soll weiter unten von neuem bewie- 
sen werden, dass bei dem Satze (3) die Annäherung längs der reellen Achse an den 
Punkt 4 keinen wesentlichen Teil des Satzes ausmacht, wie dies in entsprechender 
Weise für Potenzreihen von Srorz? bewiesen worden ist. Vielmehr bleibt die Be- 
ziehung (3) bestehen, wenn sich die Variable auf einem betiebigen Wege dem Werte 
À nähert, wofern dieser Weg nur ganz in einem vom Punkte À ausgehenden Win- 
kelraume liegt, dessen Schenkel je einen spitzen Winkel y, mit der positiven 
Richtung der Axe des Reellen bilden. Eine Annäherung in diesem Winkelraume, 
den wir kurz den Winkelraum ./ nennen wollen, an die Stelle 4 soll im Folgen- 


den durch 
lim z—4 (5) 


im Gegensatz zu der längs der reellen Achse erfolgenden Annäherung 





! Sur la fonction C(s) de Rigmaxx et sur des fonctions analogues [Annales scientifiques de 
l'École Normale supérieure, Sér. III, Bd. XI (1894), S. 75—164], S. 86—87. 

? Kxorr, Grenzwerte von Reihen bei der Annäherung an die Konvergenzgrenze [Inaugu- 
ral-Dissertation, Berlin (1907), 8. 1—50], S. 39—40. 

* Beweis einiger Sätze über Potenzreihen [Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 
XX (1875), S. 369—376]. 
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lim 9 — À 


bezeichnet werden. Es lässt sich also, wie gesagt, neben (3) der weitergehende 


Satz 


2 n 

a Cy si Cy 

lim > = Ÿ 6) 

P yt ul. ( )) 
vel v=l 


beweisen. Bei der Umkehrung (4) dieses Satzes liegt es indessen anders; hier 
bildet die Annäherung lim o — À einen wesentlichen Bestandteil des Satzes, selbst 
wenn man die Koeffizienten d, sämtlich positiv voraussetzt. Die folgende dem 
Pringsheim’schen Beispiel nachgebildete Reihe mag dies erläutern: 


Aus 
^ T I 
G(r+æ)=17 EPOR pony mE apio 
bilde ich die Funktion 
EI t (v) 
et ET 


, 


p (x)= ei tz) — gv=1” 


(v) 


Trg ist bekannt- 


a . . . . Y 7 
wo t(v) die Anzahl aller Teiler von v bezeichnet. Die Reihe à 
] 


lich für R(x) >o konvergent, und es ist daher auch die Dirichlet’sche Reihe, 
in die sich (x) entwickeln lässt, nämlich 


qu AZ t (v) Endo. Xa 2 = 
OO nn ee pe ugs e tin] mm 





fá 2 2 ER 
EG T+ jive Fire" quem y Soc 


im Gebiet A(r)»0 konvergent. Die Reihe hat überdies nur positive Koeffizien- 
ten und muss für r — o in eine divergente Reihe übergehen, da gemäss der De- 
finition von q (x) 
or ks 
ist, was der im Falle der Konvergenz der ebengenannten Reihe stattfindenden 
Beziehung (3) widersprechen würde. Trotzdem aber hat die Funktion y(x) bei 
gewissen Annäherungen an die Stelle o innerhalb des Winkelraumes ./ einen end- 
lichen Grenzwert, wie sich folgendermassen zeigen lässt: 
C2(1 + x) gestattet bekanntlich die Darstellung 
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wo A(x) eine in der Umgebung von «=o reguläre Funktion bezeichnet, die im 
Punkte x — o den Wert 1 hat. Bei der Annäherung an die Stelle o verhält sich 
daher die Funktion y (v) genau so wie die Funktion 
C 
Setzt man nun 
æ — 0 (cos q + à sin q) 


so ist 


I I = 
— ag (cos 2p — i sin 2¢) 


x? 0? 


und folglich 
1 1 
08 9 ( 
| -#| =e 
Nähert man sich also der Stelle + —o auf einem Strahle, der mit der Achse des 


LN . . 7t 7t . . . s. 
Positiv-Reellen einen zwischen = und = gelegenen Winkel einschliesst, so nähert 
4 


2 


sich 


und also auch g(x) dem Werte o. — 
Will man also den Satz (4) im Sinne der Gleichung (6) erweitern, so wird 
man den Koeffizienten d, gewisse Beschränkungen auferlegen müssen. Solche 


Beschränkung würde etwa die Annahme 


Su 
ui jm 
!v—1 





— >a>o 
A x > ( (7) 


oo 


Sy 
u 
yo] 


yt 





für alle im Winkelraum 7 hinreichend nahe an À gelegenen Werte von x sein, 


wofern gleichzeitig die Reihe 


x [d^ 

u | j^ 

v=] 
divergiert. Denn wegen 

d,|  |d.| 

y2| yRt) 





ul d, 
hat man nach (4) wegen der Divergenz von x 
= y^ 








Divergenzcharactere gewisser Dirichlet’scher Reihen. 169 


oo 
4 


d» 


yt 


lim oo 


T^ vl 


oo 
— lim > Ia - 


) 
p=À ) 








Gleichzeitig mit dem Nenner muss dann aber wegen der Annahme (7) auch der 


Zähler unendlich werden, d. h. man hat auch 





Im Anschluss. an Herrn PRINGSHEIM, will ich von einer Dirichlet’schen 


"T 


Reihe Xe die der Bedingung (7) genügt und für die x 


divergiert, sagen, 





sie ginge bei «=A gleichmässig zur Divergenz über, oder kurz, sie divergiere 
gleichmässig bei x —4. Es gilt dann also der Satz: 





oo 
= v dy : A . E . . 7 
Salz I. »Wenn > „ bei x — 4 gleichmässig divergiert, so ist neben 
v ; 


vol 


auch 


Yel t ee (8) 





Mit Hilfe dieses Satzes ist es nun leicht, einen Satz zu beweisen, der fiir 
Poteuzreihen zuerst in der genannten Arbeit des Herrn PRINGSHEIM und der für 
Dirichlet'sche Reihen und die reelle Annäherung limo — 4 von mir bewiesen 
wurde.! Aus diesem Satze lassen sich dann eine Reihe von Analogien zu Sätzen 
über Potenzreihen herleiten. 

Satz II. »Sind zwei Dirichlet’sche Reihen mit der Grenzgeraden R (x) —4 


vorgelegt 
v vd 
v ^y 
> 7 und > js (9) 
v=1 y=1 





deren zweite bei æ— in dem Sinne der eben aufgestellten Definition gleich- 
mässig divergiert, und hat man 


lim = —9, (ro) 


so ist auch 


1}. e., S. 38—41. 
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Ns 

p^ yt 
lim —— =g, (g beliebig) (1r) 
£—À NV d, 

pu 

y=] 


à : . . E YO, : " 5 ee e c 
und, falls g o, so divergiert auch die Reihe à 5 bei x — 4 gleichmässig, d. h. 
?/ u 


es existiert ein 9» 0, so dass 





280 (12) 


für alle hinreichend nahe an 4 gelegenen Werte x des Raumes 4.» 


Beweis: Ich setze 


mua g te 
dy t n» 


so dass 
lim &, — 0 


n=n 


und 
An — dy, is En d 


ist. Dann hat man: 


vd vd e 6d 
Sr g.Ÿ V ae NONO 
4m T UC pom um 77 
y= v=1 ye] 
oder \ 
a n oo 
N ay \ £505 ac NV £y» 
a yt pl yt » yt 
v=1 TE y=] ven+tl 
x ze Gas IE = 
x a. N a 
= yt ae yt 
y=1 | v—1 


Wähle ich nun hierin x so gross, dass für alle » > n 
le | < € 


wird, wo e eine beliebige positive Grösse ist, und dann x so dicht an 4 (inner- 


halb .7), dass auch 
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N ed, 
az y? 
vl E 
v d 
um yt 
ist, — was wegen (8) stets möglich ist —, so wird auch 
po) 
| Nv ay 2 dy 
= 0 
v=] > 
ZIP 
- oo * 
Nv ds y d» 
a ym yt 
v=1 v=1 
oder wegen der Annahme (7): 
I 
SIE Tr 
al 


für alle in dieser Nähe von 4 gelegenen Werte von a. Dies besagt aber, dass 


Dass nun, im Falle go, die Reihe: Ÿ . ebenfalls bei x — gleichmässig 
yi 


divergiert, lässt sich folgendermassen einsehen: 
Wegen a, — gd, 4- &,d, hat man 























v a d wed v 6d» 
WV]. lol. Ve] [Set | y € 
Am jT PEL u jm = yt 
v=1 v=1 v=1 ven+l 
und 
y y l, M Ey d, DUNS ed» 
yt|-— <{gl. 2 yt yt = yt | 
x = ES ven+l 


Denke ich mir nun diese beiden Ungleichungen durch einander dividiert und dann 


den Quotienten auf der rechten Seite in Zähler und Nenner durch 


d, 
Mm» 3 | 
v=] 
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gehoben, so erhalte ich einen Ausdruck von der Form 





ES a, | 

u ,7 

| D Re 
ES "T = y + 4'+ B 
2 s 

v=1 


wo A, B, A', B' Grössen sind, die durch geeignete Wahl von n und passende 
Beschränkung von x, wie oben, beliebig klein gemacht werden können. Ich habe 
also sicher für eine hinreichend kleine Umgebung von 4 (innerhalb .4): 





vd 
\ yy 
2i 
yt 
v=1 sut on p 
aa ae (12) 
LU sy) a 
ad | yr 
v=] 





Ww. Z. b. w. 

Aus diesem Satze lässt sich nun eine Reihe von Sätzen folgern, die im Falle 
reeller Annäherung und reeller Koeffizienten zum Teil schon bekannt und für die 
Annäherung durch komplexe Werte neuerdings zum Teil von Herrn SCHNEE ! auf 
Grund ganz anders gearteter Betrachtungen bewiesen worden sind. Bevor wir 
indessen hierzu übergehen, soll der Satz II noch nach einer Richtung hin erweitert 
werden, die seine Anwendung wesentlich erleichtert. Ich behaupte nämlich, dass 
der Satz II gültig bleibt, wenn man (unter sonst gleichen Voraussetzungen) statt 
der Annahme 


= EU 
lim — 9g (10) 
n-co dn ) 
die allgemeinere 
. @ ta+-:-+a 
lim : - (13) 


neo d, 3» qd; E = aim dy 7 


setzt, zu deren Erfülltsein die vorige im Allgemeinen? zwar hinreichend aber 
nicht notwendig ist. — | 


! Ueber irregulire Potenzreihen und Dirichlet'sche Reihen [Inaugural-Dissertation, Ber- 
lin (1908), S. I—80], 8. 29—59. 
* Den Schluss von (10) auf (13) darf man stets dann machen, wenn Y|d,| in der Weise 
divergiert, dass doch 
| di t d, Rr DE us du | 
Id | + dd d + [dn] 


für alle x oberhalb einer positiven Zahl bleibt, — sicher also wenn die d, positiv sind und Z 4, 
divergiert. 
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Für R(&) > gilt bekanntlich die Transformation 


Le 4L 
di I I 
» - » FD} "E 1 v 
i pe y? (v EC Jj 
y= v= 


wo 


Dy =d,+d,+--»+dy 


gesetzt ist. Hierfür kann man dann auch schreiben: 





2! gv 


wo die im Innern stehende Reihe für alle » > r und alle in Betracht kommenden 


Werte von 2 gleichmässig konvergiert. Ich kann daher setzen: 


(14) 
wo die 9, (und gleich hernach die 9', und 3",) Zahlen bedeuten, deren Beträge 
für alle » und alle in Betracht kommenden Lagen von x unterhalb einer end- 
lichen Schranke bleiben. Analog gilt für R(x) 4 die Transformation 


oo oo € 
N ay E A, vy 
fel yo E > yltz Id y |? a 


vl v=1 


Un 
— 


Aid + a, ++: Fa 


gesetzt ist. Man hat daher 


N Ay x A, x 2459/5 
4m ym ae job m poate 


oo oo 
=1 _ v= v=1 


ire) oo oo d 
Sy uy D; AD 
SES Dus, 
yt = „it am 24-0 
v=1 v=1 v=1 


wo rechts der gemeinsame Faktor + unterdrückt ist. 
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Geht man in dieser Gleichung zur Grenze lim x = 4 über, so bleibt der zweite 
Summand in Zähler und Nenner endlich; der erste Summand des Nenners dage- 


gen wird seinem Betrage nach unendlich, wie man dies am einfachsten aus (14) 





erkennt, indem man dort zur Grenze lim z — 4 übergeht. Denn würde 


+ 


SD 
ay lt 
v=1 





unterhalb einer endlichen Schranke bleiben, so wiirde dies auch mit der rechten 
Seite von (14) der Fall sein, wáhrend doch die linke Seite den Voraussetzungen 
gemiiss unendlich wird. Daher hat man: 








lime =—— (x6) 
= wd, EN ‚Di 
m ym am yl+: 
v=1 v=1 
wofern der rechte Grenzwert vorhanden ist. Ist nun aber 
lim An g 
"m UD; , 
so folgte nach Satz II sofort 
= lim —* 
no Di 
und also auch 
oc 
LU a, x 
u jr 
| zo Gy sb Goa cs tin 
lim =— = lim -— = ; (17) 
Ex v d, neod, +a, +--+ da | 
sd y , 
v=l 


— wenn nur die Reihe 


bei x — 4 gleichmässig divergiert. Dass dies aber unter der Annahme der gleich- 


ju 


PD R sd, Q ^ D x 
mässigen Divergenz von Ys bei y — À stets der Fall ist, erkennt man folgen- 
) 


dermassen : 
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Nach (14) ist 


u jr 4m ite u jr 


=] vel v=] 


$ À i| 3 D, S D$ 


und entsprechend, indem man 


Id; | 4 [d | E --- + [ds | — 24, 


setzt: 


dm pit) | vx) y2* (x) 


y=] v=1 vl 


x || Sl pu Sede 4 pe W 9 


also ist: 





dm yl Rr) eS a y2+R (x) 
v=1l y=] 


Da nun der Voraussetzung nach dieser Wert stets 
>> © 


bleibt, da ferner bei der Annäherung der Grösse x an die Stelle 2 der erste Sum- 
mand in Zähler und Nenner der rechten Seite unendlich wird, während die zwei- 
ten Summanden bei diesem Grenziibergang unterhalb einer endlichen Schranke 
bleiben und da endlich auch stets 


|x| 
R(x) 


unterhalb einer durch die Öffnung des Winkelraums / fixierten Konstanten 





Re 5 liegt, so existiert eine positive Zahl c' derart, dass für alle x einer 
AUIS 9 


hinreichend kleinen Umgebung von 7 innerhalb 4 stets 





1e 
> IHR (a) 


bleibt. Nun ist aber 
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v D, eve D, 
„i+r plter 
vel Stele 
v JB x 275 
ys pith (x) 
i-i v=] 
also auch 
I 
a>o 


d. h. auch die Reihe 
0072» 
> plite 
v=] 


divergiert gleichmässig bei x — 4, wie behauptet. Damit ist dann der folgende 
Satz vollständig bewiesen: 


‘ . A,» sd AC . ; : : 
Satz III. »Sind » „ und > ‘ zwei Dirichlet'sehe Reihen mit der Grenz- 
y: a 


geraden R(x) =4> 0, deren zweite bei x — À gleichmässig divergiert, so ist 


lim 'z1—— — lim Side Dayne s UN (18) 
z=) > d, nec d, 3E d, +++ ae 


wofern der rechtsstehende Grenzwert existiert und x sich innerhalb 7 dem Wert 
À nähert.» — 


Setzt man, in derselben Richtung weitergehend 
À, +A, +--+ + A = À 
D, +D MED me 
und allgemein 
| AGD + AUD +... + AUD — AO 
Dv) + Di 4... + DUD = DM, 


so folgt durch wiederholte Anwendung der Beziehung (16) 


xu eu 
im yt u yrtltz AG) 

jm = lim lie (19) 
= jue DU DE 9 


r=) \ a r=). > 
= yt yrtltc 
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wofern für einen bestimmten Wert von 7 der letzte Grenzwert existiert. Es ist 


aber im allgemeinen die Voraussetzung der Existenz von 


AC 
lim 4^ 
nao DW) 


AY-UD 
lim x TAG 
n-o DU 


da man zwar (im Allgemeinen!) von dem letzteren Grenzwert mit Hilfe des be- 
kannten Cauchy-Stolz’schen Grenzwertsatzes auf die Existenz des ersteren, aber 
nieht umgekehrt schliessen kann. 
Folgende Bemerkung mag hier Platz finden: Im Satz II hat die Voraus- 
setzung 
lim 4^ — g 


ean 


offenbar die Tatsache zur Folge, dass die Reihe 


D 


e (20) 


v=1 
dieselbe Grenzgerade hat wie die Reihe 


B (21) 


v=1 


n 


so dass es dort genügt hätte, nur über die Grenzgerade dieser letzten Reihe 
etwas vorauszusetzen. Dasselbe gilt auch für den Satz III. Ist nämlich 
ANSE She tn 


A iM 
lim 7——7———— ——7 — ] =, 
e oo d, ar d, Ar Seti oF wae D 7 





so ist 
: log | A log |.D 
lim sup og | 4a] < lim sup - g|D»| 
ROLE = nan lost 


a, : ; : : 
dich. y= konvergiert mindestens (und falls g = o ist, sogar genau) in demselben 
y = gar g 


: ] d, : , : 
Gebiet wie y=. Anders liegt es aber bei der Erweiterung (19). Ist z. B. 
; - 


l2 


1 $. Fussnote 2 S. 17 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 27 mai 1910. 


178 Konrad Knopp. 
lim A, t A, t + An UM i5 
nao: > Ds eiu > 22 


so braucht die Reihe (20) doch nicht dieselbe Grenzgerade zu haben, wie (2r).! 
Es liegt dies ersichtlich daran, dass die transformierte Reihe (15) weiter konver- 
gieren kann als die ursprüngliche. 


Es habe etwa (20) die Grenzgerade R(x) — 4,; dann ist (s. o.) für R(x) >A, 


oo vs oo ao 
ay I I A, Y A, 9 (v, 
$5-Xa(-oLy-$46xt28s. 
x. : y WER) -— t 
Te = E s 


wo (7, x) für alle » und alle in Betracht kommenden x unter einer endlichen 
Schranke bleibt. Es kann nun aber, wie gesagt, eintreten, dass die rechts- 
stehende Reihe noch in einem gewissen Streifen links von der Geraden R(x) — 4, 


konvergiert; stets dann nümlich, wenn 


* 


: ] 4 A, T e 4A, f ] An 
lim sup DER ee < lim sup os | Anl + 
ne log n ne log n 


oder, was dasselbe ist, wenn es eine Zahl e<ı gibt, so dass für jedes ¢>0 von 


einer gewissen Stelle an 
JA, + A, t As| € n9**| A,| 


ist. In diesem Falle liefert also die transformierte Reihe die Fortsetzung der 
durch die gegebene Reihe dargestellten Funktion a(x) und diese selbst kann 
demnach keinen singulären Punkt auf der Geraden Z(x)—4, haben. — a(x) 
ist dann also unter den Voraussetzungen des Satzes (19), welehen Wert auch 
4,7 À haben mag, sicher für R(x) > 4 regulär und für die Annäherung an den 
Punkt 4 gilt die Relation (19) in dem etwas modifizierten Sinne, dass jetzt 


ist, falls der rechtsstehende Grenzwert für einen bestimmten Wert von y existiert. 





! Man kann dies leicht an der durch gliedweise Addition von 


eo co ( VEM 
NIST AMEN eae 
N = und > Xs 


v=1 v=1 


ya 


. M up 
entstehenden Reihe > prüfen. 
Amm D 





+ 
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Um aus den Sätzen II, III und (r9) spezielle Schlüsse ziehen zu kónnen, 
ist es vor allem nótig, Reihen vom Typus 


aufzustellen, die bei 


x — À gleichmässig divergieren. Am einfachsten lässt sich 
diese Eigenschaft von der Funktion 


TE 


v=1 
mit der Grenzgeraden R(2) =o nachweisen. 


Denn da diese Funktion in der 
Umgebung von x = o die Darstellung 


E(x +2) =~ + g(x) 


gestattet, wo g(a) eine in der Umgebung von x =o reguläre Funktion bezeichnet, 
so hat man im Winkelraume 4 











Y I 
4m pit |’ + qi) 
EMG tf^ 
Se: s + R(x) I > 
> vite R(x) ae) 
y=1 


Beschrünke ich also x auf eine so kleine Umgebung der Stelle x = o inner- 
5S 


halb 4, dass die zweiten Summanden in Zähler und Nenner 





T E 
« - bleiben, so 
2 
bleibt 
oo 
Y I I 
> yltc I - 
v=1 2 T 
Emu Xo EI^ 
XJ I 2 zu 
sre 
yltz 2 








v=1 
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wo k, die schon oben erwähnte Konstante ist. Diese Beziehung besagt aber, 
dass die Reihe 


uo 


I ‘ 
> pte 


v=1 


d, 


& 
bei x =o gleichmässig divergiert. Ebenso würde offenbar eine Reihe > = 
Es = y E 


v=1 
stets dann bei x —o gleichmässig divergieren, wenn die durch sie dargestellte 
Funktion sich in der Umgebung von x — o wie 

Car F 

stg) (GR (p) > 0) 
verhält, wobei c eine Konstante, p eine komplexe Zahl mit positiv-reellem Teil 
und g(x) eine dort reguläre Funktion bedeutet. Ich behaupte nun, dass die 
durch die Reihen 


peices De (Rn >0 


dargestellten Funktionen /,(+) in der Umgebung von x = o ein solches Verhalten 
aufweisen. Hierzu ist es hinreichend zu zeigen, dass die Reihe 


ceo - v4-1 


"log?-! e (log?! y log 2—!4a 
fy(x) — | Am du=ı+ > | ye — | tee du) (23) 


=p 
3 v=2 
> v 


für R(x) >—1 konvergiert. Denn da 


{7s ply AD) 


yite xp 


t 


1 


ist, so wäre in der Umgebung von x =o wirklich 
€ 
f»t®) = x? AF g(x). (24) 


Nun ist aber, wenn ich mir x zunächst reell denke, 


"+1 v+1 


fus joues pdt) PER FE 


ultc ulte x 


v v 
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log2—!(» + 9) | I I | 
a yv. (9 Em) 
log?—1(» + 9) 1\—* 
= — I - E ! | 
x. yt Tm 
log? (» + 9) A 
H pite F pete e? 
wo e eine beliebig kleine positive Zahl und 4 — A(») eine mit — gegen o ab- 
, 5 


nehmende Grösse bedeutet. Es genügt hiernach, zu beweisen, dass die Reihe 


py — loge (vy t9) 


log 
L xm yl*tz | 


für R(x)>— 71 konvergiert. Da aber die Differenz log?— »—log?—!(y + 9) von 
24 5 5 
: TE c log? y : : 
geringerer Gróssenordnung ist als — —, so erhellt dies unmittelbar. 
y 


I mif 





Die analytische Funktion (23) erweist sich dadurch für reelle x > 
einer für R(x)> —: regulären Funktion identisch; erstere ist daher ebenfalls für 
R(&2)>—ı regulär, und für f,(x) gilt somit in der Umgebung von x — o die 
Darstellung (24), w. z. b. w. 

Auf Grund dieser Tatsache nun, dass die durch die Reihen 


x log ply 
a yltc 
y=) ; 


(GR (p) > 0) 


dargestellten Funktionen sich in der Umgebung von x — o wie 


A I (p) 


= rs y 





verhalten, und also diese Reihen selbst bei x — o gleichmässig divergieren, lassen 
sich mit Hilfe der Sätze II, III und (19) eine Anzahl spezieller Sätze beweisen, 
die sämtlich Analoga zu bekannten Grenzwertsätzen in der Theorie der Potenz- 
reihen darstellen, und die für Dirichlet'sche Reihen zu einem Teil in der schon 
zitierten Arbeit des Herrn SCHNEE enthalten sind, dort aber auf ganz andere 
Weise bewiesen sind. 


1) Wenn 


line, = a, 


n=2 


so hat man 
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y_% 

ul pite© co 
T —| T I ay 
lim 7 = lim — : > are UE 
=O yy I z-06 (rd x) ae 

= ira 

v=] 


oder auch wegen 


Analog folgt aus 


lim  —a, 
n-co n^ 
dass 
= 
E Y 
= == 2 
un ^ y^tltr dg (26) 
3 v=1 
ist. 


t (Qu c 
2) Wenn Ÿ' die Grenzgerade R(x) —o hat und wenn Xa, konver iert, und 
Mu yl gE g 


— 4 ist, d. h. also wenn 


lim (a, + a, +--+: + a») = lim A, = A 


7 
ist, so hat man nach (14) bezw. (15) 
= © 4 
: LU ay . OWN 4 
lim % yt liz.» ics) 
r-—U z=0 
v—1 v=1 : 
also nach (25) 


oo oc 

c + Ay 1 + 
im 4 Dw (27) 
FA: v=1 


v=1 


man erkennt hierin das Cahen'sche! Analogon zum Abel'schen? Stetigkeitssatz 
für Potenzreihen. 
! Siehe Fussnote 1 S. 166. 


? Untersuchungen über die Reihe 


m m(m-—1).,. mm — ı)(m — 2) 
Hapus cH+- - pre UND 2 ND = 3 


=> gi spe UPS Wie 
2 191272 


5 


[Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. I (1826), S. 311—339], S. 31 


7—318. 
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Wenn N” die Grenzgerade R(x hat, wenn aber Xa, nicht konver 

3) Wenn dai die Grenzgerade (x) =o hat, wenn aber Xa, nicht konver- 

giert, wohl aber das arithmetische Mittel der ersten n Teilsummen einem Grenz- 
werte A zustrebt, d. h. also wenn 

4,+A,+.--+ 4 


lim * 


n=0 n n=n N 


ist, so hat man analog 


zu 4m ym EI | 


lim V ^" — Jim I : y 2 | — lim bete N 1 


also nach (26) für A= 1 
(28) 


Man erkennt hierin das Analogon zu dem bei Potenzreihen zuerst von Herrn 
FROBENIUS! bewiesenen Satz. 

Sowohl AsEL, wie Herr FROBENIUS haben indessen die Beziehungen nur für 
reelle Annüherung aufgestellt. 

4) In derselben Richtung weitergehend ergibt sich durch wiederholte An- 
wendung von (r4): 


= co | o AQ) 
NEN el | Fr) | 
im 2, — — lim 32 > Ha olim iz (x 4 1)... (x + y) Ÿ nee 
æ=0 ) æ=0 | 1 | z=0 | ) | 
=1 y= v=1 
Existiert also für einen bestimmten Wert von y 
u! 
lim — 40) — A 
n=o M a 
so hat man hieraus nach (26) für 4 — 7 
vd ! 
: Y , : Was 
lim > — = 4 — lim — A0, (29) 
arc Y n 
GE 0 ne 0 n= N 
= 


5) Hat die Reihe 


oo 


> dy 
yt 
v=1 


1 


Über die Leibnitzsche Reihe (Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 
LXXXIX (1880), S. 262—264]. 
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die Grenzgerade R(x) > 0 und existiert hier der Grenzwert 


so ist zunächst 


x AW) 


ales tee Se | oe 
lim ie Sb TS] = lim (e — i) 25 yes —1> 
r= = zer TES 
also 
v 
. P Y , a 45 ^ 
lim (x — 4) > i = MASE Dee aera 
Pe v=1 
6) Da bekanntlich 
; 1 log ? ly | 
lim lo» re | = I'() 
lim-qe^ (Ue uu egressu d 
s >2 
ist, und da, wie oben gezeigt, die Reihen 
S logo 
1 p^! pitec 
y=2 
bei r— o gleichmässig divergieren, so ist auch 
| v log?! »| 
. D NI JR E = 
lim xp. 2, Ibm m I(p): 
z=0 = 
. NO ) y 
Ist also für eine Reihe > , 
yt 
. a 
lim —_ = A, 
Bea Koen Sea) 
so folgt nach (31) sofort, dass 
vol 
. Y Lar 
2 Wie = (<« 
im qp. 2, pis] A.r(p) 
im y=] 


(30) 
(R(p) > 0) 
Ut (p) > 0) 

(31) 
(R(p)> 0) 
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ist Man erkennt hierin das Analogon zu einem von Herrn ArPELL! bei Potenz- 
reihen bewiesenen Satz. 


Ganz entsprechend folgt aus 


On 


ni n^log?m s 
dass 
lim "m REA lim lee A)? Set | =A.I'(p) (33 
r=) = | Ee | = Vitel 1 33) 
ist. 
7) Endlich ergibt die bei (30) ausgeführte Transformation dass aus 
AO 
los nn 4 
sich folgern lässt, dass 
lim le Dr À = —À(A t 1)...(4 - y) A. F (p)? (34) 
T=/ Em 


st. Und in dieser Formel sind alle vorhergehenden als Spezialfälle enthalten, 
wenn man nur, im Falle 4 — o, sich den rechts auftretenden Faktor 4 gegen 
(x — À) auf der linken Seite heben lässt. 


$ 3. 
Die in den Formeln (25) bis (34) enthaltenen Sätze waren bisher allein aus 


der Tatsache hergeleitet, dass die Reihen 


v log2— y 
m (R(p) > 0) 
v=1 


bei x =o gleichmässig divergieren. Zu wesentlich weitergehenden Sätzen gelangt 
man, wenn man allgemeinere Typen gleichmässig bei x — o divergierender Reihen 
aufstellt. Diesem Zwecke soll der folgende Abschnitt dienen. 





! Sur certaines séries ordonnées par rapport aux puissances d'une variable [Comptes 
rendus, Bd. LXX XVII (2. Semester 1878), S. 689—692]. 

? Auch für die Beziehungen (29), (30) und (34) gelten die am Ende von $ 1 gemachten 
Bemerkungen. 
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Es seien A, Ay... Ans... eine mit n monoton ins Unendliche wachsende 
Folge positiver Zahlen; doch sei ihr Wachstum schliesslich langsamer als jede 
noch so kleine positive Potenz von log (m + 1), d. h. es sei 


LE 
log » 


An—1 


An _ (22 (n + 2) 


für jedes « > o von einer gewissen Stelle an. Dann ist auch 








] ZN 
, og |I+- 
Án 8 3 I tS 
— <\r+ < (1+ —— 
EN log n n log n 
oder auch 
x & 
a 
Be n log n 


für jedes « > o, mindestens von einer gewissen Stelle an. Es ist daher auch 


pie eee (35) 
m N nilog n ^ n log n 35 


und man kann daher setzen 
_ En An 


An — An = 
“ni n log n° 


wo die e, eine Folge positiver Zahlen sind, für die 
lim &, — 0 
ist. | 
Neben den Grössen 2, betrachte ich noch die positive, stetige, mit r mono- 
ton ins Unendliche wachsende Funktion 


A(r), 


A(n) = Ay 


die sonst nur der Bedingung 


zu genügen hat. 
Diese Funktion hat die für das Folgende fundamentale Eigenschaft, dass 


NE 
erg (36) 


ist für jedes positive «. Wegen der Stetigkeit der Funktion A(r) und der Be- 
An+ı 


ziehung lim 


n=% TL 


— 1 genügt es offenbar zu zeigen, dass 


Arne 
lim m] _ 


n= a “1 
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ist. Da aber, falls «> 1, 


v Int] mo 
Mu] — Án p (Au An—1) > y log y 
ven v=n+l 


R À r : à 
ist, so hat man, da auch 23 schliesslich monoton abnimmt, 
n 


lo 
D 
^ a 
Ina À (od I I 
LE ee n > Ec 
An log n VA Ar 
v=ntl 


WO £441 die grösste der Grössen e,41, €545,... bezeichnet. Da aber 


lim £j41— 0 


n= 00 


ist, so folgt hieraus unmittelbar 


lim An] =] 
n=o An 
und damit die Gültigkeit der Beziehung (36)! die offenbar gleichmässig für alle 
« zwischen zwei festen positiven Grenzen gilt. 
Ich behaupte nun, wenn die 4, Zahlen der eben charakterisierten Art sind, 
so hat die Dirichtlet'sche Reihe 


Nb em. | 
F(x) = 2 T (4,=0) (37) 
die Grenzgerade R(x) = o und divergiert gleichmässig bei x — o. — Nur das letztere 


bedarf eines Beweises. Es ist 








amni pt 
v=1 ven+l 
oder 
n or * 
PEU NAT nA ee ES WV E T 1—1 W Ay hot : 
LET TC gel hi, > Moni) I io 1) T^ e yt 
y=] ven+l 


In dieser Gleichung denke ich mir nun x und n so gewählt, dass 


| «| log n € 1 
1 
! Ist & <1, so substituiere man r@ für r. 
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zz 


ist. Dann ist aber für » € n 


I x? log? » 
,—vlogwv]| — ^ yim M) : 
E | -j1—e zlogr | — |a log ? = 4E 
I 
<|x| log 2 isst X 2|2] log v. 
Also ist 
n Co S - 
ñ - 21€ » 4 Dues. Ayia 
[4,1 F (x)—1|< 2 IN (dy — A) log + D = dr 
"n 
v=] ven+l 
n 4 0 4 4 
% 2|x| N Ey Ay By byes \ Ay — A 
An, p y n Aum yt 
ve] ven+l 


Ich bestimme nun die Abhängigkeit von x und » genauer dahin, dass ich setze 


1 | 
(ec [ile \ (38) 
woraus 


1 
el = h + : (o € 9 < r) 
B log (n + 9) 


- I < I 5 
~ log (n + 9)~ log n’ 


| 


und » soll im Folgenden die durch (38) wohlbestimmte Zahl n(x) sein. Dann 
ist zunächst 
lim |a| log 2 — lim |x| log n= 1 (39) 


z=0 n= 0 


und also 


n 5 aC ^ 
: : : 2 €; dy I Ay — di 
lim |47! F(x) — 1| € lim IE v MEM E = 
za | e (v) | 220 I log n 2 : 2 yt 
ı 


A 
=1 P vent] 


N ah 

= y 00 E 

«lim im 2 Ÿ Sm I. 

æ=0 n A log n z=0 An RE log y y PG) 
ven 


— lim (4) + lim (B). 
i-0 me 
Nun ist aber 


| 
| 
| 
| 
| 
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n 4 
NU En An 
as) 
. . y=] 2 n 
lim (A) = 2 lim. 2lim . : 
PUN n2 o An log n n-« An log n — An—1 log (n 
, € 
:2 lim La - 
m=” n log (n— 1) em aes 
2 log (n— 1) An 
Da aber für grosse n 
I 


log n 
^ log (n — x) 


2(n — 1) log (n — 1) 


und 
An—1 En 
cw. HD 
Ax n log n 
ist, so hat man 
lim (A) <2 lim = 
z=0 n- n I En 
n log (n — 1)|- — el 
2(n—1) log (n—1) nlogn 
d. h 
lim (A) — o. 
æ=0 
Ebenso findet man 
o : 
ke ; I Ey Ay I 
lim (B) = lim — > as rin 
æ=0 æ=0 45 y log YO Yoo 
=n+1 
zem T As d &y 
"2-0 An log m 4- vita) ' 
v=n+] 


da ja für alle hinreichend grossen » neben 


À, log ? 
Ay—ı log (r — 1) 
auch 
Ay Ai 


log » ^ log (r— 1) 


Folglich ist unter Berücksichtigung von (39): 


ist. 
€ 
lim (B) € lim |x| € A - 
Ser, CIE u jl R(x) 
v=1 
Wegen 
lim"? s55— 0 
> n=O 


ist aber dieser letzte Wert nach (25) gleich o. Also folgt: 


I) 


< 4 lim e, 


n= 
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æ=0 


lim (Az! F(z) V — 1 
oder : 


lim (40) 


= " D D 


Dann ist aber auch speziell 


lim E) 


x=0 i (om Sir 


und es folgt aus (40) und (41) zusammen, dass 


je qu » im (D 
r=0 F(R v)) r-0 1 (er) 





: . : I I : , 
Dieser letzte Grenzwert ist aber, da sich | | und - nur um einen endlichen 
x ; 


R(x) 
und von o verschiedenen Faktor unterscheiden, nach (36) gleich r. Folglich hat 


man auch 


F(x) 
m F RD 


d. h. aber dass 





N hy me A 
a 


y* 
: y-1 
lim - LT (42) 
0 wy [A — ha 
pa ys 





v=] 
ist. Da dann der linksstehende Quotient für alle hinreichend nahe an o inner- 


halb ./ gelegenen Werte von a sicher >= ist, so besagt (42) zugleich, dass die 


Reihe 
x Ay — hA 
€ 


ye 
v=] 


bei + — o gleichmässig divergiert, w. z. b. w. — 
Reihen von diesem Typus können also in den Sätzen II, III und (r9) als 


vd, 
Vergleichsreihen >= " benutzt werden, was dann für spezielle 4, (z. B. log log?» 


u. s. w.) spezielle Sátze liefert. 
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8 4. 
Analoge Betrachtungen lassen sich nun auch für die verallgemeinerten Di- 


richtlet’schen Reihen 
= 


= dye tv? (4: 


v1 


Co 
— 


durchführen, in denen 7,, y, ... y»... irgend eine monoton mit » ins Unendliche 


wachsende Folge positiver Zahlen bedeutet. Diese Reihe habe die Grenzgerade 


z 
Slam) 


v= 


R(x) =4, und es sei 


divergent. Wenn dann für alle hinreichend nahe an À gelegenen Werte von x des 


Winkelraumes .4 


ppm (44) 


bleibt, so soll die Reihe (43) wieder als gleichmässig divergent bei x — À bezeich- 
net werden. 
Es gilt dann auch hier der 


Satz IV: »Sind £Xa,e-»* und Z£d,e-^»* zwei Dirichlet’sche Reihen, deren 
zweite die Grenzgerade R(x) — À hat und bei x — 4 gleichmässig divergiert, und ist 
n 


NU 
lim 7* —g, 


n= a dy, 
so ist auch 
o6 
b Q,€ tv? 
lim "P ——— 5 (45) 
AS > d, er" 


v=1 


es konvergiert auch die zweite Reihe für R(x) >A und, falls nur g = o, divergiert 


auch sie gleichmässig bei x — 4. 


Beweis: Es sei 
a, 
=—gte 
dy g 
so dass 
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lim En — O0 


n= nn * 
ist. Dann hat man wieder: 
oc n | o6 
4 ve 1 is. Wl 
Save" > dy &, ev | + > d, &,€—'v^ 
I —g = v=] v=n+1 
co 00 
' 
hen D de 
| =] y=] = 


Wähle ich hierbei n so gross, dass für alle » > » 


le | < € 


ist, so folgt mit Berücksichtigung von (44) 


ae 5 y dy €, € v? 
am 
=] Pe é 
= ie GE (46) 
S d,e-n? WV deve Py? 
- 
v=] y=] 
Da nun aber 
- 
1 
De] 
v=1 


wegen der Bedingung (44) ist dann aber auch 


o0 * 
à Y an 
lim 2; d,e€—»*|-—-ro. | 
T= /, 

v=1 





Folglich kann ich x innerhalb 7 auf eine so kleine Umgebung von x — 4 


beschränken, dass für alle diese Punkte 


mm | 

I «s | 
o0 x 
4 

S dyer? 

pz 

v=1 [ 


bleibt. Dann ist aber die rechte Seite von (46) 
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I 
“(+3 
[44 
d. h. man hat 


e] 


"m 
lim 7 =i; 
1= À, 1 À 
Sac 
v=1 
oo 
d 2 \ P 
Dass auch die Reihe Y a,e”»* 


, 
2 y=] 


falls nur g zx o ist, bei x = À gleichmässig diver- 


giert, folet nun Ähnlich wie oben folgendermassen: 
Es ist 


oo n on 
QI mee PE lease EY E DT A CN 
> ave v*| 7 |g|- D d,e v2 | — > d,&,e—v2? | — > diese v2 
y=1 v=1 v=1 
und 


v=n+l1 


oo an n wn 

> aq, €»*| € |g WV Id,e-we| + M d,„et2| + V. d,&,e—v* 
— 19 a um um 

v=1 





v=1 y=] d'u 7 +1 
Also ist 
oo 
2 
PACE ae 
= er: 
© =1+4'+B 
b Jaye ve | 
A 
v=1 


wo A, B, A', B' Grössen bedeuten, die durch geeignete Wahl von n und x be- 
liebig klein gemacht werden können. 


Man hat also sicher für eine passend ge- 
wählte Umgebung von x — À innerhalb 7: 


d. h. auch die Reihe Xa,e-* divergiert gleichmässig bei x — 4. 
Einen Übergang von der Reihe Xa,e-?^" zur Reihe 


oo 


De A, evt 


v1 
34. 
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(A, — a, + a, t: 0 Q4) 


=) 
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wird man hier natürlich nieht ohne besondere Annahmen über das Verhalten 


der y, machen können. 


vv 
Wie im vorigen Fall besteht auch hier die Schwierigkeit darin, geeignete 


Vergleichsreihen vom Typus 
o6 
4 i 
> dye 


v=1 


aufzustellen, die bei x — 4 gleichmässig divergieren. Es lassen sich, wie oben, 
zwei Gruppen solcher Reihen bilden. 
Zur Bildung der ersten Gruppe benutze ich folgenden kürzlieh von Herrn 


SCHNEE! aufgestellten 


Satz: »Genügen in der Reihe 
e 


Le 
' % 
f(x) 9 9 dem? (43) 
v1 
die Exponenten y, von einer gewissen. Stelle an der Bedingung 


Jf» — Yy—1 = a, < € ry (k > 0) (47) 


und die Koeffizienten d, der Bedingung 


D,—d,- ++ d, — enm ye + O(e-0»»), | uci (48) 
q>o 
so ist die Reihe f(x) für R(x)> 1 konvergent; und für 
R(x)»Max (I—k 1 —q) 
ist die Funktion 
jo] mpg e EN (49) 


|(x— ry (x— 12 | 


regulär, ausser wenn p eine negative ganze Zahl oder o ist; in diesem Falle ist 


aber die Funktion 





! Über Dirichlet'sche Reihen [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXVIL 
(1. Semester 1909) 8. 87—116], S. 91. 
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Aus diesem Satze folgt offenbar, dass die Reihe , unter den Annahmen 
8 43 


(47) und (48), bei x — 1 gleichmässig divergiert, wenn nur (p) > o oder p — o ist. 
Durch die Substitution z'— x 4 kann man natürlich den Satz statt für den 
+1 für jeden andern Punkt aussprechen. Ich will im folgenden 


Grenzpunkt x - 
einen elementaren Beweis dieses wichtigen Satzes geben. 


Beweis: Der Satz braucht offenbar nur für eine spezielle, den Voraus- 
setzungen des Satzes genügende Funktion f(x) bewiesen zu werden. Genügt näm- 


lich eine zweite Funktion 
S 2 
f,(&) = Da dires 


v=1 


denselben Bedingungen, so ist 


Y. (d, — d',) = O(e 27») 


v=1 


somit als mindestens für R(x)> 1— g konvergent. 


und /(x)— f(x) erweist sich 
also f(x) und f,(x) gleichsingulär sein. 


Bis zu dieser Geraden müssen 
Ich wähle nun 


so dass 
Vy ,,D—1 
Jy se 


wird und behaupte zunächst, dass, welchen Wert auch p haben mag, die Reihe 
Ty Ty 

oo oo D | 

(p— 1) | ur 2 a (50) 


> ay (x) = 2 I g vt. m CD yal day — 


v=1 v=1 t t 
Yy—1 Yv—1 


für R(x) >1—p konvergiert. Es ist nämlich, wenn ich mir x zunächst reell denke, 


Yy 








Vy 
n € = 

Jen up—! d N (9 er Vale u (z—1) d “== (3 P I 9a,)?7! te A D 2 ee » 
5 c VD TS 

yl Yy—1 

(o € 9 € 1) 

oder da 

ml) — e Ty (&—1) __ e -yy(z—1) (rt ado ieri E. 


€ 
(jee ee) re O (a5), 


SO Ist 
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m D 
Y 
J 


—u (z—1 ES : Syl yy (pc A 
Je u(x day? du Slay (Vy = 965)” e „er det plc ? O(a?) (51) 
Yy—1 
für jedes s» o. 


Da ebenso 


Ya, 0—1 
dy en, E 





=e yy le eae =e Ps O(«:)] 
av 


ist, so erhält man für das allgemeine Glied der Reihe (50). nachdem man die 
Relation (51) noch für p— 2 statt p— 1 angesetzt hat, 


a,(x) —67* fee, [271 — (y, — 9a, 1} + (p—1)e, (92? — (y, — 9e, Y? ]3-O(* o2) 


Da nun ersichtlich 


und also auch 


für Z(x)»r konvergiert, so konvergiert wegen der Annahme die Reihe 
- t 47 


TP ATP HE D I Y c A 
sae”? für R(x) >1—k und es genügt nun, das gleiche von 





oo 
2 e, [y? — (yo — I ey) Pe FT) 


zu beweisen; da aber die in der Klammer stehende Differenz von kleinerer Grös- 
senordnung ist als «,y?~', so erhellt dies unmittelbar. Die Reihe (50) erweist 
sich also für alle reellen Werte von 2 >1—k mit einer Reihe identisch, die für 
alle Werte von R(x) >1— k konvergiert und dort eine reguläre analytische Funk- 
tion darstellt. Demnach ist also die durch die Reihe (50) selbst dargestellte Funk- 
tion mindestens bis zur Geraden R(x) = 1 — k regulär, und also die durch die Reihe 


£Zd,e "^ dargestellte Funktion f(x) bis zu dieser Geraden mit der Funktion 
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QD 72 


feme 1 | (p- 1) | ea) yp— du 


a a 


gleichsingulär; hierbei ist die untere Grenze a eine beliebige positive Zahl. Zur 


Untersuchung des Verhaltens von f(x) genügt es also dasjenige der Funktionen 


D 


(q, (x) | (N vaa 


a 


und 


oo 


P2 (x) = (p — | Ce CU 


a 


festzustellen. Differenziere ich zu diesem Zweck , (x) r-mal — was hier gestattet 
— unter dem Integralreichen nach x 


q (x) = (— yf CRE RE 
a 
so kann ich mir r so gross gewählt denken, dass R(p + r)> 71 ist (r ist ev. — o). 
Dann ist aber 
oo F oo a (z—l) 
(1) (— 1) | 
GPO) es N E | gr Upper Lap (eet A A0 
ON iz — rr (a xe], | 
a(x—1) 0 0 
also 
un 
goa = ———__I'(p—r)+ (2), 
[ Gene (p—r) + g(x) 
wo g(x), und ebenso im Folgenden g,(x), g.(v),..., ganze Funktionen von x be- 


deuten; durch r-malige Integration erhält man nun, wofern p keine negative 
ganze Zahl oder o ist, 


r 
pute) — e + gute) 
Analog ist 
(pe et) 


so dass 
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sm I I : 
Plt) + quien = INP) ma eye) ER 
Ist aber p eine negative ganze Zahl oder o, so wähle ich r — — p +1 und finde 
qx) — (— ry - em + gx) 
und die r-malige Integration liefert nun 
(—1)?> = 
FACE pe (x — 1)-? log (x — 1) + gs (x). 
Analog ist in diesem Fall 
PA(x) = iret LES, (x— 1)-P*! log (x — 1) + g(a) 
z (— p)! o go 3 


so dass jetzt 


zen p—! 
Pilz) + quiu) = imd 





(a — 1)-7*! log (x — 1) + (z — 1)? log (x — 1)) + g,(x); 


und in beiden Füllen ist die Funktion 


f(x) pa) + p (2)] 


fur A(r)»:i-—k regulär. Da (xv) + p,(x) genau die im Satze angegebene Zu- 
satzfunktion ist, so ist nach den eingangs gemachten Bemerkungen der Satz voll- 
ständig bewiesen, und es sind somit Typen von Reihen hergestellt, die bei x — x 
gleichmässig divergieren. Eine zweite Gruppe solcher Reihen erhält man wieder 
ähnlich wie oben auf die folgende Weise: 

Es sei 4,, 4,,...2,, eine mit » monoton ins Unendliche wachsende Folge 
positiver Zahlen; doch sei ihr Wachstum derart an das der 7, gebunden, dass 
für jedes positive e die Beziehung ; 


Te An «| Yn | 


An-ı /n—1 
mindestens von einer gewissen Stelle ab erfüllt ist. Dann ist auch 


An D MUR Y (y 
. Im /n—1 4:3 
« [x4 0— z 


^n—1 Yn—1 


Yn—1 





B € 
| < I 


für jedes noch so kleine « > o. mindestens von einer gewissen Stelle ab. 
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Man kann daher setzen 


; ; En(Yn — Yn—1) An— 
fie a= nn in 1) n 3 (n 240 0) (: 


/n—1 


Un 
D 
— 


wo dann wieder 
lim En — O0 
sein muss. 
Neben den 4, und y, betrachte ich dann weiter die stetigen und monotonen 
Funktionen Z(r) und y(r), die im Übrigen nur der Bedingung 
ÀA(n)—A4, und y(m)— ya 
zu genügen haben. Neben y(r) führe ich endlich noch die dazu inverse Funktion 
fo 
y(r) 
ein, die dann auch stetig und monoton verläuft, und für die 


Apr 


ist. Dann behaupte ich zunächst, dass für jedes positive « 





ist. Die Bedeutung dieser vorbereitenden Ausführungen erkennt man am besten, 
wenn man die entsprechenden Ausführungen bei dem Spezialfalle 7, — log » ver- 
gleicht. 

Da aus (52) hervorgeht, dass 


also auch 


lim Anta _ I 
n=0 s 


ist, wenn « eine feste Zahl bedeutet, wofern nur 


Aj, — M, 
lim sup /* — 1 


n=O Yn—1 


als endlich vorausgesetzt wird, so genügt es offenbar, zu zeigen, dass 
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lim 4 ly (a Yn)] 


Jie oo 


== Ÿ 
n 


ist für jedes «>o. Hat man vorerst «> r, so 








ist 
[rtarı)] 
A [7 («7)] — hn = > (A, — À) 
y=n+l1 
Kam) — . 
ow 8rd — y») 
we Vo 
v=n+l1 Log 
also 
zT ; Lay] 
4 [7 («7)] er I. | ^n = EN a e) 
Ar À NIST V4) Vv Yv—1 
TES von+l 
< En+1 ^ "ae e 
— ,, (@yn — ya) € En+1 (« — I), 
yn 
woraus sich 


lim Alen) = 


neo n 


I 
[44 
Aus beiden folgt die Behauptung (53) 


Bezeichnet nun A,, A, eine Folge der eben bezeichneten Art, so be- 
haupte ich, dass die Reihe 


ergibt. Durch die Substitution 7| vo) für r ergibt sich das gleiche für «<1 


Fo) bale" 


(A, = 0) (54) 
v1 
bei wo gleichmässig divergiert. Dass sie für Z(vr)»0 konvergiert, erkennt 
man unmittelbar. 
Es ist wieder 
"n oo 
F(x) — 4, = D (, — 4 )(€ ^* —1) + 9 (, —Aa)e*, 
m ventl 


und zwar denke ich mir hierbei n so gewählt, dass 


Divergenzcharactere 


oder 


ist, also etwa 


Diese dureh x 


ist aber für v<n 


Ir—e"?*|x|yz-c 
und also 


| F(x) — | € 2121 Sj Qs — Aa): zs + 


v=1 


"7 
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wohlbéstimmte Zahl soll n - 
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Wegen der Festsetzung (55) und wegen lim 4, = © ist zunächst 


lim | x] 
«=0 


und also 


lim A (x) € ? Jim f 


r0 


2. 
— —]im — 


Da nun nach (52) 


An 
An 


ist, so hat man 











I 
D : 
x 
-n(x) im Folgenden bedeuten. Dann 
2 I 2 
pone. ERP 
w 
wl ^ "2E 
> (y y1)e ^ | 
v=n+1l 
eo 2 
y Sebo (Y= na) ne 
p pre : 
v=n+l1 ‘ 
> Ey Ây—1( 75 — 71) 5 A "— 
n ely Eyhy 1 Yy—Yy1)e *” 
Án Yn hn | = 7v—1 
v=n+l 
+1 Bie), - (56) 
a 2 
=1 und lim —— (57) 
n= 
Endn—1(Yn—Yn—1) 
72 n=0 Ann Ex ^n—1 Yn—1 
En(Yn — ya) x 
^). 
Jan= Re 
Rm — 4/n—l 
1 E £n (n a Yn—1) 
Yn—1 
26 
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902 
: DI &£n Yn — Yn— 
lim À (x) = —- lim - nn — Zi) 
z=0 Von=0 À €n/n 
Vn E 7n zi: m : () Tiv ra) 
/n—1l 
€ 
— —]im " — —90 (58) 
42N=H2 ue En) n 
y. 
/n—1 
Ahnlich findet man 
I À x 
n \ —7, R(x) 
B(x) X4 Ent1— 22 (yo — aye” 
n Jti aio 
ao 
2» €n41 V —}y B(x) 
«(zs He RO) nee, 
On v=1 
so dass wegen (57) und 
lim Cyn © 
n=0 
auch 
lim B(x) =o (59) 
z=0 = 


ware, wenn nur 


o durch reelle Werte abnehmend sich dem Werte o nähert. 


endlich bleibt, wenn 9 
Ich behaupte, dass der Ausdruck stets <1 bleibt. Da nämlich 


Yy Yy 
A 
malen =e 7vS [au xj e "du 
À ß 
Ty—]1 Ty—1l 
und also 
oo 
er x 
3 = 
Dil mer Je nos 
v=1 ‘0 
wo 
T 
—- (eau 
0. 
0 


ist, so hat man 
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Dadurch ist aber die Beziehung (59) bewiesen. Aus ihr folgt aber in Verbindung 


mit (58) nach (56), dass 


ler 
lim - Ca I (60) 
z=0 Anis) 


ist. Speziell ist dann auch für reelle Annäherung 


lim PRE) = 
R(x)=0 ^ n(R(z)) 


und also 


lim IE) — Jim 


CAN . (61) 
EL E UO) esso An (Rx) 


1 


Die Argumente von 4 sind aber hier gemäss (55) 


«ool 


und 


und da sich R(x) und [a] nur um einen endlichen und von o verschieden bleiben- 
den Faktor unterscheiden, so hat man nach (53) (durch zweimalige Anwendung): 
À (0 (2)). 


Uc BE) 


Folglich ist auch 


DITES bel 


. 1 
- = lim ———— —— —— —I. 
oc 


æ=0 
2 


v=1 


(de tenet” | 





Diese Beziehung besagt aber zugleich, dass die Reihe 


bei a—o gleichmässig divergiert, womit die ausgesprochene Behauptung be- 
wiesen ist. 
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Nid 


Diese letzte Tatsache enthält die oben für die Reihen À bewiesenen 
z 
Beziehungen als deu Spezialfall 7,-— log» und den entsprechenden von Herrn 
PRINGSHEIM a. a. O. für Potenzreihen bewiesenen Satz für y, — n. 
Durch Wahl spezieller 7, und 2, erhält man dann auch hier eine Anzahl 


spezieller Sätze. 


Nagasaki (Japan), den 14. Dez. 1908. 
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SUR LES FORMULES DE GREEN GÉNÉRALISÉES QUI SE PRÉ- 
SENTENT DANS L'HYDRODYNAMIQUE ET SUR QUELQUES- 
UNES DE LEURS APPLICATIONS. 


PAR 


C. W. OSEEN 


A UPSAL. 


Les méthodes de Green, si fécondes dans les différentes parties de la phy- 
sique mathématique, ont été employées il y a déjà longtemps dans la théorie du 
mouvement d'un fluide idéal. Il était à attendre qu'elles ne seraient pas moins 
fruetueuses dans la théorie d'un fluide visqueux, et en effet, M. H. A. LoRENTZ 
a montré dans un mémoire intéressant quel profit on peut en tirer pour l'étude 
du mouvement permanent d'un fluide visqueux et incompressible. 

Le mémoire present est consacré à l'étude des formules de Green générali- 
sées qui se présentent dans la théorie générale du mouvement d'un fluide vis- 
queux. Il est divisé en deux parties. Dans la premiere, nous appliquerons les 
méthodes de Green au probléme du mouvement d'un fluide visqueux et incom- 
pressible dans trois ou deux dimensions. Dans la seconde, nous étudierons le 
mouvement d'un fluide visqueux et compressible. 

Quelques-uns de nos résultats ont été publiés précédemment dans l'Arkiv 
fór matematik, astronomi och fysik 1906—1907. 





' Abhandlungen über theoretische Physik Bd 1 p. 23. 
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Premiere partie. Sur les formules de Green généralisées dans la théorie 
d'un fluide visqueux et incompressible. 


if 
Les formules de Green généralisées dans le probléme général à trois dimensions. 


1. Les équations bien connues de Navier, de Poisson et de de St.-Venant 


donnent, si l’on néglige en première approximation les termes quadratiques en 


ou 
IWS aires ats ee 
4 Ox 
d'u 2 01 | 
07; XxX — 5, + udu, 
dv p 
93; an + ud», 
I 
Jw 0p ” 
9 sag W, 


du | dv. dw 


dx 0 y dz S 


Nous supposons que «, 7,1, les composantes de la vitesse, soient des fonctions 
uniformes et continues de x, y, z,¢ dans l’intérieur du fluide considéré, ainsi que 
leurs dérivées, qui figurent dans le système 1. Quant à X, Y, Z, les compo- 
santes de la force extérieure, nous supposons qu'elles soient des fonctions uni- 
formes et continues de a, y, z,! et qu'elles admettent des dérivées continues par 
rapport à v, y, z, cette dernière hypothèse cependant n'étant pas indispensable. 

Le systéme adjoint du systéme r est: 

dw dp! 


Pgs a ee 


Ow dv’ Aw 
— El — [0] 2 
Ox a dy dz 


Ce systéme admet les systemes de solutions suivants: 











nn a AR EB mr 
War) dy 3 022 , ea(r)-— dxdy M, 
u Pr) Vin dE) Sn 
w's(r') = uz pa )- o l Oe + u A P(r')); 
; 5 0? P (r! ; : o? P y) 0? P (v) 
wy(r)— L v'y(r) LAC) TRE TR 


Ü y Ox Oa? 02? 
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ete., où: 
^ o£ 


I — : 
P(r!) = ; | e tu (£o—t) ds : 
r Vt,— t, 


0- | (a — x,)* ! Wu) IE (2-2 25)2 


P(r') satisfait à l'équation: 
aP(r') 
4 |o + uAP(r 10}. 
Carr (r) 
Ces systèmes serviront à établir les formules de Green généralisées. 
Pour les calculs, les expressions suivantes pour w'z(r), v'z(r), w'z(r), par) 


sont utiles: 





EUH) (: s eu) i GP) E É (z— zu 


Or? y? Ur r r? 
: (sea)? | ef (em) 260, 
ri | Me ) Se DU 24 (: Us bot 
I I NEN) (y — V) 0 P (v) (Gy) (y > Wo) » 
De fr) EC EU Yo) _ s A | 
dr? ne Ur 79 


3( = Fo) Y= Yo) pr) pe, ty) — 


ri 


S Poem) BP) a) _ 


! Af 
«(r) Or p? Ur p? 











I ! er 1 
p'e(r') =~ us 4 + ud P(r) m PII 
= 0 
On a posé ici: 
e 41e(to—2) 
E (r, t) = ——— - 
! Vi,—t 


De ces formules on déduit aisément les expressions correspondantes pour 
w'y(r') ete. 

Soit maintenant pour ¢>o dans l’intérieur du fluide une surface fermée 
S(t), en général variable avec le temps. Nous supposons que, dans le voisinage 
de chaque point de cette surface, on puisse exprimer les coordonnées d'un point 
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de la surface en fonction de deux paramétres s,, s, et de £ par des fonctions 
v(5,,5,, f) ete., continues et douées des dérivées continues par rapport à s,, s, 
et t. Il existe alors dans chaque point de Ja surface une normale intérieure 
déterminée et une vitesse normale correspondante, w,, de la surface. Désignons 
par w la partie du fluide qui se trouve à l'intérieur de S(t) et par w(r') la par- 
tie de w qui se trouve à l'exterieur de la surface r — 7". 

Des systémes ı et 2, on obtient l'équation suivante: 


) 
e; Urs) + vv, (r) +ww,.(r)]= X Welt) + — 


b I Pali 
— user) — HU + ee +ulu(r) Fut ---—udusz(r)—---], 


valable dans le domaine c(7). En appliquant les méthodes de Green, on trouve 
dans le cas où la sphère r=r' dans Vintervalle o <i € t, est situé dans l’in- 


térieur du domaine w: 


0 | | [wt (x!) + vo (7) + wiw's(a dal — 9 | uw ,(r)-- vv'.(r)-- LT Ar 


\ lii du 





1=0 
wor’) e (r') 
to to, 
to | dt | [uw s (7) + vo'e(r!) + ww zer!) | dS = fa te a(1) X + v'o(') Y + w',(r')Z]do — 
0 Su ) 0 o tr’) 
a. , jd iyu 
pinea. x ren icum | a) I os RE 
= a | |^ a (u, neos] + fs + |^ | LE T p'a(r')cos nat) + jas 
0 S(t) 0 st 
to 
; ^ > Te feb 
fe ail u. |n — eos ns} Te Jis +] dt | |^ (ee ) pl fr)cosne «Jas. 
0 rer 


Cette formule est valable dans tous les cas, si l'on convient à donner à w',;(r'), 
var), War), pr) la valeur zéro à l'extérieur de S(t). 

Remarquons que, pour t=t,, wW.(r) — v'z(r) —w'z(r) =0 dans w(r). Done 
la premiere intégrale à gauche disparait. 

Supposons maintenant que le point x,, y, z, soit pour £ — f, situé à l'in- 
térieur du domaine w et cherchons dans ce cas la limite des deux derniéres 
intégrales à droite, quand »' tend vers zéro. Soient ¢, une valeur de ¢ (7 0) et 


r une valeur de 7’, telles que la sphère r — »' dans l'intervalle #, € £ € t, est 


située dans l'intérieur de w et cherchons d'abord la valeur limite des intégrales 


prises entre les limites /, et ¢,. On a dans cet intervalle sur la sphère r — 7': 
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r [3(x — 24)? ; 0 (x—:2,) E(r!, t) 
LG) = — 1° zx Et > [Tr — 5 , 
w's(r) y ME (r,t) 4 2u yl? t,—t 
3(z—2a — 9 (x —%,) (4 y,) E (v, t 
v's(r') -—— 3 (x od (y yu) E( Ix 1) we € ( ) (y / ) ( ). 
ji 2 u jns iy —t 
7 I 
I I 3 (a nz 0) y I Q (a uu Co) (z 25) E (7 ? t) 
w 5 zx , i) — > E 
w'r(r) RD (r^, f) am RE ac 
puis: 
da dw dn: Ju S Ou ER du y—YNOU , z—2,0u 
dn dx COSE dy 2d (Ran, r Ox Ty dy Y dz 


: Ac Ou Ou | 
ete., ou si l'on désigne par |—] ete. la valeur de etc. au point z,, y,, 2, et 
? Ox Ü x 0» JO 0 


par p une fonction quelconque de x, y, z, t dont la valeur numérique reste pour 
r € y', t, € t X t, inférieur à un nombre positif, arbitraire, mais fixe, a: 


Ju z — 2, [Pu 2 
=| a + rep 
dy 0 Us 02 0 


0 


du 2% ( j| y — Yo 
0 


dn — m ‘x r' 





ete:, 
p—p trp. 


Considérons maintenant l'intégrale: 
d 
fro I" = — pcosn 2 Ei: «Jas. 


di 2 As : : du 
On voit immédiatement que tous les termes qui contiennent les facteurs F | 
Ox 


0 


ete. disparaissent, et l'on obtient une somme de termes des deux types suivants: 


Per) BE. t 


repre, t, PT 


en désignant par q(r) une fonction de r' et ¢, dont la valeur numérique reste 
pour 7’ € r', t, X t X t, inférieur à un certain nombre positif a’. On a done: 


to 
| at { [wee te p cos n x) + «Jus — 


th r-r' 


somme de termes des types suivants: 
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to to 
r! | q(r) E(r, t)dt, v? [ee ee i 
€ y d m 
tı tı 


Je dis que la valeur limite de ces termes est zero. En effet, on a pour r! <4", 
üü XX 
Im ()] <a. 


On a de plus: 


to to 
; ( dt 
[Be t)dt< | uad. HRS, 
t : t,—t 
ty tı 
to—tı 
fo to or 1 Ac 0 : eo: 0 > 
E (v^, t) = EU = : | .e sus zs je se = 
U | VE =) vs ^T V gs 
EA rA ‘0 x ‘o 5 
Done: 
to to 
: ! I I : 13 j ! 1 dt 
lim r | p(r')E(r',t)dt — him 7? | q(r) E (r', t) ——, =o 
a0 ö =O 4 t, —t 
7 tı 
Par conséquent: 
to > ; 
lim | di | [usen E E. — p cos nx) aE Jas — 0: 
ra ray! 
Pour évaluer la valeur limite de l'intégrale: 
A ^ aum 
| dt | L ü mm p'a(') eos n °| + Jas 
do r—r' 


nous remarquons que l'on a dans l'intervalle f£, « t € £, sur la sphère r — r': 


dwa(r') wg), 2 — a, du';.(r) 3 [3(z — a? 
c = ae = lee PAG 
dn Or 22 y Ox 1 | 1] E (v', t) + 








e [s(y—am)* — | Etr^ t) e| Go 7 
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EL xy—m5 _ 30 (x — c, — 4) E (r^, t 
igo ) 9(x- e) (y Yo) EG, t) +: o (a E ) (y Yo) ir ) 
dn ? 2u1 t,—t 
rs 0? (x — x) (y — Yo) E (r', t) 
41r (4 —t)* 
du) o(r—am)(—2) pou p 4 368m) (220) EG". 0 | 
dn r'> pO zur" i, —t 
| og” (a Lo) (2 = 25) E (n5 t) 
4108177 (t, — t)? 
RN aoe 0 (x— Xo) Er, t) 
Na ea ES S 
du du d'u "d 
U = Ws jr (2 m) bel xir (y — Yo) Qu AE (z— Zo) Ge F7 i 
ete. Tous les termes de l'intégrale: 
f ! zi 
Ib E a E — p'z(7') cos n D T a S 
ER 
5 R ) 
provenant de ces expressions et contenant les facteurs v,, w, ou [oc etc. 


disparaissent, comme on le voit sans peine en observant que 


2 


fees | (y — y) dS -fe-ras- = 


r=r' r=r 


| 45, 


c 





| (x—a)(y— dS =o, fe Xo)? (y —9,)d S =o etc. 


r=r’ r=r 


Les termes qui contiennent u, donnent: 





— gu E (rn, alle E (a za dig euo E (v', t) f 





4u (er): 253 poer (t—x,)dS — 
r=r' rar 
2z0r*w,E(r,t) 2mgru,E(r, t) 
34 Kt) 3 iy — t 


Nous avons done: 


C. W. Oseen. 


AE I" du, (1) = pi) cos n») + les = 


bo 
-— 
bo 


dn. 


27 gr? wu, E (r', t) nan or wu, E(r', t) 
34 (to —t)? 3 ty —t 


somme de termes des types: 


: " wis wy! E (v, t) y! 5g (r) E (r!, t) 
SPA. J rq : TUN Esc ar 
rq(r)Etr, t), emm (t, — t)? 


Cherchons maintenant la valeur limite de l'intégrale: 
, 1 rs Jt | 
| dt | L (^ ae Mies p'x(1") eos ne) + cles. 


Les termes du type: 


r'p(r') E(r',.t) etc. 


de notre intégrale de surface donnent des termes, s'évanouissant avec r'. Les 
deux premiers termes de cette intégrale convergent dans l'intervalle 4 <t<t,—e 
(e arbitrairement petit, plus grand que zéro) uniformément vers zéro. Done: 


fo 
a 


m di ulu du Alla ) ME 2 (v!) eos na) + --- disc 
dn 1 


r'=Ù 
€ 


« 
à — r-r' 


to to 
2A m er? (u,E(r, t}di T ^w, E (r', t) dt "T 
3 u (4, — 1) lot 


D r'—-0 
to—e to—eé 


to to 


2700 One tae, dt j dt 
SA as di in le | Eis Her erga E | Exod | i 


to—t to—é 
to 
2 71 ‘ Or ie N / 
n S mas | (uw (x, Yo > 9o» ty) = uy) Er > t) ive 2 25 
3 fl ( A Ne 


r'—0 
to—t 


to 
à dt 
+ y! | (04 (2, , Yor Zo to) — U) E (r', t) —— | 
pg 


" 
to—£ 


Un calcul facile montre que: 
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to to 
2760 ,. a fes lt Le lt 
- e lim [e | E (v, rmm p | E (v^, 01— | 4n Vuox. 
pue toe 
On a done: 
E dul by’ 
: Mgr) ! I Y / 
| lim fa | Le a rad p'a(r) cos nz] TER Jes + 4 V 007 t (2o, Yos 20; to) 
r'=0 a 
á rer 


4uVuond 


0 désignant la plus grande valeur de [u(x,, Yo, z,, 4) — ",| dans Vintervalle 
t,—e<t<t,. & et par conséquent à étant aussi petits que l'on voudra on 


voit que: 


to 
: 3 ij ; dur) atl AN ; y 
hm ja | Le E Ta p'«(r) cos na) E Jus E 
ty Tz 


— A416 V 10076 (zs, Yo; Zo; Co): 


Des calculs précédents, on conclut aussi que la valeur limite de nos intégrales 
prises entre les limites o et ¢, est zéro. Nous avons done obtenu la formule 


suivante: 


er) 


> 
| 


47 Vu om U (Lo: Yo» o ty) — lim Le if [u sr) 1 vv's(r) i | 
r'—0 
dt | [uw'z() + ov'z(r) + ww'z(r)]u,dsS 4 


+ w viae) —e | 


1—0 c 5 
0 S(t) 
to to ; | (3) 
ae fur ue x + ver) Y + w'(r)Z]do— fae [ese I" e 
dn 
0 om % st 
to A , j 
— p cos na} 3E Jas À | di | |^ E ge fes p'z(r") cos z 3r cles]. 
0 SU) | 


Pour plus de simplicité, nous désignons par w';, v', ete. les valeurs limites 


de uwz(r) etc, quand 7’ tend vers zéro. Nous remarquons que la conver- 
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gence vers ces limites est uniforme dans la partie de w, définie par les 
inégalités: 


tw —t>0, For (So; r > o). 


On peut d'ailleurs déterminer deux nombres positifs a, et a, tels que l'on ait 


fies TN Ld A 
pour 7 —>0,L- 120, " it, Oe 
a. a, E (v, t) 
ers (eo) |, tz te pe = AR : 
ee, bell est + HE 


Comme: 

9 FEN MC) 7? 
€ 4n (to—t) 
tot 


reste pour r>o, /, —1 — o inférieur à une certaine quantité positive, on conclut 
que l'on peut trouver une quantité positive a, telle que l'on ait pour vr’ > o, 
or 


i4— 120, ter Os 
| u 
a, 


r? | aem "n 


wo); Joe), pes () | 


Il résulte de ces inégalités qu'on peut déterminer une quantité positive a, telle 


! 


que l'on ait pour 7’ > o: 


0 Osrtr' 


| | wer) X do) < 47 Max [XE 


irrt 


ete. Ces remarques suffisent pour montrer que l'on a: 


lim Q | [to ws (r!) + Me = el [o Urt: ode : . 
r=) t=0 5 t=0 


" 
er) o 


Considérons maintenant l'intégrale: 


to 
| dt [ise X 4 vr) Y + w'z(r') Z] dw. 


« 5 
19—t er) 


Al 


Des inégalités précédentes, on conclut que cette intégrale a pour 7'— o une 


valeur déterminée et qu'on peut trouver une quantité positive a, telle que la 
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valeur absolue de Pintégrale soit pour »' ^ o plus petite que a, Ve. Cela posé, 
je dis que: 


to to 


lim } a] (uz(r)X + vu) Y + w'z(r') Z) dw - [at | (w,X+vV,.Y + w,Z)do. 
T'—Ü0 

0 wr) 0 ‘o 

En d'autres termes, 0 étant une quantité positive, aussi petite que l'on 
voudra, je dis que l'on peut déterminer un nombre positif 7", tel que l'inégalité 


r <r" entraîne l'inégalité: 


a A n 
dt | (uz Q7) X + ---)do— | at | (us X + -.-)dwl <0. 

0 &(r') ° e 
ente à Ser T - o? , ; 
Choisissons à cet effet une quantité positive & <4, et < ;. Déterminons une 

254 
quantité positive 7' telle que: 
= ) 


24700, Vt, — er Max VX? + Y? - Z2 « - ; 


e 


Déterminons enfin la quantité positive r <r' telle que l'inégalité »' <r" entraîne 
l'inégalité suivante: 


to—t to—é 
> ^ 2 , > ] j 
|| at | eet) X + :..)d«o— at | (uw, X + owe] < : : 
* LE * © 2 
0 w(r’) 0 e Qr) 


Comme on a pour 7! <r: 


to to 
dt | (uz (1) X + du | dt | (we X +: )do= 
0 om) 0 © 
GT > st J 
fa | (us (r)X + ---)dow — | a | (uw, X +...) do + 
D or) D or) 
dome a foa a 
n far [etx + ride | dt | (wex ee 
OU pres egt 0 occ 
to to 


JE fat CAR: Jd — | dt | (ws X + ---)dw 


€ "m : 
to—e wr’) to—e 15] 
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et comme pour o € 7' € r': 








to—t 
| | dt | (u'z (7) X + owe] « 2470, Vt, —«r Max VX? 4: Y? 4 Z< : , 
to 
de = | j 
| dt | (ur) X +: )dw|<a,Ve< = 
LE t 2 
to—t or!) 
on conclut que: 
2 : A à 
IK | eG) X + )de— | di [ex uated 
0 ot) Ü © 


SI v «on. 

Passons aux intégrales de surface de notre formule 3. 

On a, « étant une quantité positive «/,, à cause de la convergence 
uniforme de w(r) ete. vers w', ete. dans le domaine, défini par les inégalités: 
t,--t>0, r>7', 0>0, r'>0o: 


to—t 
> » 


lim [. 0 | dt | [ug (7) + vv (7) + ww',(r')]undS — 


vo | 


* u 
0 S(t) 


to—e to—t 
> a ) , a et 
— ae | | ae a(t") E ee p cos na) +... [dS + u | dt (ee ) + | dst = 
"dn : dn 
© s 0 s 
tort toe a ! 
= | dt [us E 2 m p COS na + quu, +... [dS + u | dt D + | dS. 
| ' dn 3 ] dn | 
0 AS) 0 St) 


Les inégalités montrent de plus que, 0 étant une quantité positive, aussi 
£ jue, 


;»etite que l'on veut, on peut toujours prendre & assez petit pour que: 
1 


to to 
0 ja fc ul) + +++) Und S + ja {|e ls p cos nx} EE --|as— 
toe S(t) te Sit) 

"Met T 


to—e S(t) 


bo 
-l 
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pour 7’ » o. Done: 


to to 


À (s , in r l 
lim I 0 | at Jw Welt) + ---))üu4,dS — | uj won (a 2 
r'=0 | ' dn 

‘oO Ss) © s 
aa 1/51 
— p COS nr} HF Jus Fu | at | (u et ) 4 asl = 
| | dn | 
S(t) 
to : E 1 
= dt | Lu, re pcos nao + ou un} are Jus Fu | dt | v E i e] dS. 
0 St) © s) 


Pour calculer la valeur limite de la derniére intégrale de notre formule 3, 
nous considérons d'abord Vintégrale suivante: 


^ 
rl | f(t) E (v^, t) 


0 


dt 
EN S 


où l'on suppose que /(/) soit une fonction continue de ¢. La fonction: 


(0 pr? 
y! E (r', t) ry! e 410 (to—t) 
ht VA, —ty 


converge pour /,— (7 0 (0 » 0) uniformément vers zéro avec »'. Nous avons dono: 


to to 
> , 


lim 1 | oe cnm y | io e. eL 
r'—0 ty —t r'=0 ty —t 
‘0 to-6 
to 7 to ] 

. ‚6 I I tt 
lim Ya) | Ze, — v Fa) EG, 0 2L 
r'=0 t, —t ty ru {| 

to—O Lo—0 
Comme on a: 
to 1 to 1 — SEN 00 2 
j > 41 (to) =: 
r' E (v, t) de = 2 v o — 272, dé 
ht ) V(t —ip o 
to—o to—c 2537/70 
: nó 


et comme la valeur maximum de |/(t) — f(t,)| dans l'intervalle £, — à X t € t, tend 
vers zero avec 0, nous avons: 
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to 1 = o0 22 
lim 7 | f (t) EG", t) LU —2 " f (t) e *d&|« e(à) 
r'=0 ut 0 E 
0 0 


e(8) tendant vers zéro avec 0. Donc, enfin: 


to 


lim 7' | f (t) E (x, 1) = 120 1j n ias — ve Ey 
} 0 


1 =0 
« 
0 


En appliquant cette formule à l'intégrale: 


to , ; to 
: dt 


- fat | pa) (u eos na + dS =— © |B 7 (r', t) —— | (u cos nx + ed 


T5 y 

— as 

| ut r$ ; 
0 S(t) 0 S(t) 


nous obtenons: 


o ; 
lim as | dt | p, (v) (u cos nx e)dS — 
= 0 — ST) 
— Vuoz | (u cos nz + v cos ny + w cos nz) —_. as. 


S) 


Nous avons done: 


5 
an V uo TU (Los yo, 205 to) = | (uns + vole wus) wd 
t=0 


e) 


1 0 to 


L 
dt Gx +v',Y+w',Z)dw— | dt ue | un — ) COS na + 
dn } 
0 © 0 s 
ONE TNR E oo 
+ euu,| LAS Eu LL aes TE eee we) ASE 
= : dn “dn dn 
0 S(t) 


, a B ELLSbn ^ 
= ion | (u eos nz + v cos ny + wcosnz) —,— dS. 
. 7 


S) 


On obtient par des permutations des lettres deux formules analogues, exprimant 
VX, Yor Zo» ty) et (x, yo, 2,, ty) par les valeurs de x, v, w pour t=o et par les 


du a 
valeurs de w,..., In’ P sur la frontière S(t). 
da 
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Pour compléter notre système de formules, il faut exprimer p(x,, yy, 2, 4) 


par les mémes quantités. On parvient à ce but par une application nouvelle 


VJ 


de la formule: 


^» 


(woul + ---)do | —o | IK Wy +...) do | + 


c t=to t=0 
or’) e (Qr) 
to À fo ; 
+ e| dt | (up + +++) UndS - | di | (uh X + -..) do — 
0 St) 0 om) 
to : fo f | ; 
— | dt | [uw E ER p cos na) + 23148 +.1dt | lu E = 
| dn '" dn 
ion os (t) 0 S) 
to T 
; ; du > 
— p» cos nz| + --- |dS — | dt | uv ty, p cos ma} + --- dS + 
0 rr 
fo : lu! 
+ Ka l^ I us — p'» cos na) SE «Jas. 
dn 
0 r-r' 


valable si u, v^, w'», p sont des fonctions de x, y, z, t, régulières (dans le 
sens indiqué p. 206) dans le domaine w(r') et y satisfaisant au système 2. 
Posons: 


2(t, —t) dy \r 





er E(r, t) à PATES H 
Se 5 qf == 2 
E a 
et faisons dans notre équation r' tendre vers zéro. Commençons de nouveau par 
l'évaluation de la valeur limite des deux dernières intégrales. 
En posant comme plus haut: 


du er m 
dn \x 





ou ou I 
cos na + | cos ny + cos nz + r'm 
0l, x Jz 


AL 


0 
etc., 


DA D vets rq 
nous voyons d'abord que, dans la premiére de ces intégrales, tous les termes 
5 


ou du dv Jv Jw Jw : . 
contenant 2; , , | | , | | , | , | disparaissent. Des autres termes, 
Olin NO Zio NOEL. NU Zio VO Lo. NO Ig 
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nous obtenons dans le cas le plus simple, où le point a, %,, 2, est situé dans w 


dans l'intervalle o € t € t, tout entier: 


to 
2704 [ Fel | 2 Eir,t). 
3 | ir: 0 3 dy 0 » bz | t—t dt — 
0 
to 3 
wir acht E OMS 2 
—amer' [m En 5 j Jours) 
0 1 7 1 
0 0 


Comme: 
(" H 4 ("| 4 (52) 
-{- = 0 
OL) IS Jy! o PAP 
la valeur limite de cette expression est: 
= 4 7t V (Om (Xo, Yo: Zo Lo); 


resultat, valable évidemment aussi dans le cas général où l’on suppose seulement 
que le point x, yy, % soit situé, pour / —1{,, dans l'intérieur de o. On trouve 


de la méme manière que la dernière intégrale à droite &'évanouit avec r'. Done: 


4 7t Vuon tos Vos Zoo ta) lim le i (uc + Mel zn 


r'=0 t-0 
o(r') 
to to A 
= | di | (wale Jude | di | (DUE ee aie 
‘0 Sb 0 etr) 
to to ; 
2 P 1. a ^ Luis ; | 
-— fa: | Z f = — pcos na) + Jus E | dt | L I" er — p, COS nz) JE ejus] 
© st) 0 5 


Pour calculer le membre droit de cette équation, nous remarquons d'abord 
que wy», v», w'», p» dans l'intervalle o «t€ t,—€ (e>o) et pour r>r (ro) 
convergent uniformément vers zéro avec 7’ et qu'il existe un nombre positif a, 
t 


tel. que pour 7» 0, r 20, W—t>o: 


| us], los | v^] x EE — 


On conclut de ces remarques que: 
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lim 2 | (ao >: I 


> Qi 
r'=0 N P. 
er!) 
Pour trouver la valeur limite de: 
to ^ to x 
—o fat | (wu +...) undiS 4 [a | e» X +...)du 
{ S) 0 Xr!) 
to I to ; 
fo = L Te 
— | dt [Wr n en cos nx) HToc[dS + u | dt | (i LUN Pr d 
' dn dn 
' st) dst) 
nous nous appuyons sur l'égalité: 
; to 1 
: r dt 
lim *' f (t) E (r', t) — Vno f(t) 
r=0 2 i, — 1 


et nous obtenons: 


/ "emm LET 720. T3 Tj du 
Vues | | (x óz (.] + } AB () + £j [.)] de — | IE m 


© St) 


J 1150 
— p eos mx + ou u) : (*) +... [dS + u (x LM. (") + 
Y dx \r dnx 


\ S (t) 
pod, Oh m CANTA ‘)) | 
+ d EDS dy H + do E dS IBY 


Enfin, pour calculer: 


to 
lim — [^ (u cos nv + v cos ny + w cos nz) p'»d sS = 
rea) 
0 AS) 

if lo HE I Q 
1 Erg (sub) : ds 
lic eee soda | U COS NX + c 
=0 2 0t V t, —t ( i r 

0 Su) 


nous faisons une intégration par parties, ce qui donne: 


gir Er, o) 
2t, 


ad a S v. 
| (u cos na + ae ront | E(v, 0; d 


(0) 0 S) 


€ 1 S 


ge b. 
YT | (w cos nt + ---) ; 
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La valeur limite est done: 


0 Vu 0 TU « 


ler nr 
lac] puo | r | 


S(t) 


Nous avons done obtenu la formule suivante: 


fe J 
4 7t p (2; Yo» Lo» to) = | | (x ; " ) spes ] do DE |i € aa 


* 
o S(t) 


) = l1 0 
— p cos nx + ou u) : () +...JdS+u v ee (") A 
2 dx \r : dn yr 


Ja LS 
ds | dS +o = (u cos na + | © 
dt lese 


S (E 


En changeant un peu nos notations, nous pouvons résumer nos resultats 


dans le théoréme suivant: 


Si, dans un domaine w(t) borné par la surface S(t), w, v, w, p sont des fonc- 


tions uniformes et continues de x, y, z,¢ ainsi que leurs dérivées qui figurent 


dans le système r et s'ils satisfont à ce système, où X, Y, Z désignent des fone- 


tions uniformes et continues de a, y, 2,¢, alors on a, x, y, z étant les coordon- 


nées d'un point situé au moment / (£, <t) dans l'intérieur du domaine w(t): 


| 


> 


an Vuoz u(x, y,z,t)=o | (w(é, 7, 6, t) we t+ v(&, m, C, &)v'e + 
i: e C i 5 i 0 S 


«o (£g) 
t 


+ w(§,7, 0, t) wien de + | di | (u'£X (E, m, 6, v) + 
i ott) 
t 


ee d v2 = i du 
TEE ZE do far feces — 


to St ) 
t 


> [ES 
— P COS NT + ou tn] + Jus Ta | dr {us + | diS.— 


i, S(t) 


— Vugx | (u cos na + ---) "i ds, 
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E () 
4p y 2) =| (X Gov E. 03s (") +) du — 


Og 
e(t) 
lu Ü 1 | 
{ft eae = EU us| dE (;] E «Jes 2j (5) 
S | : 

F 1S d dS 
aa ike: aa ds zl) + Jus + en fe cos qax +...) a 
Be Sit) J 


On a dans ces formules: 





AOI OMe 4 OBEN T. GP ; P 





p - = v: — >>> We; vw, = c 
Ms ET eo : : "TE S COE j JEdn 
Fr 
I : 
= fre t,t)d«, 
7 
0 
ow 
E] = = e 4ult—r) 
pe Vet Ut Gt, Ble, +.) =F, 
LT 


dw=dédndc, 


d 7 E 0 4 Ü 
jj soo NE 5 cos n1 COS N2 —. 
dn y du üt 


Ss 


Ur = 


n étant la normale intérieure de la surface S(t). Dans les intégrales de surface, 


u,v,w,p doivent être pris pour les arguments £, 1, 5, v, £, 


i, ¢ désignant les 
coordonnées d'un point de la surface S(t), dont dS est un élement. P et par 
conséquent u's ete. satisfont à l'équation: 

0 P GPL 07 P 022 


dE di * ap 


3. Nous nous proposons dans ce paragraphe de montrer que, w(§, 1), C, t,), 
v(&, 7,0, t), w(&,n,{,t,) étant des fonctions données et continues de Ë, », C 
du dv dw 
dn’ dn’ dn’ 
et continues des points de la surface S(r) et de 7, les fonctions at, v, w, p de 





dans le domaine w(t,) et w,v,w, p, étant des fonctions données 


x,y,z,t, définies par les formules 5, dans l'intérieur du domaine w(t) et pour 
t>t, satisfont au systeme r. Nous montrerons de plus que: 


nr y 25: D) (55m, Gt) 
r=0, t=ty 
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eic. pourvu que w(§, 7, C, 4) ete. admettent des dérivées continues (à l’excep- 
tion, peut-étre, d'un certain nombre de surfaces de discontinuité) par rapport à 
E, 1, C, satisfaisant à l'équation: 


du dv 


dE" On 


Jw 


at = 0. 


Nous démontrerons ces théorémes par une étude successive des différents termes 
des membres droits de nos formules. 


ws, wy, we; v's, vu, vies we, w',, w'e, considérés comme des fonctions de 


Go 





x, y, 2, t satisfont au système r, si l'on y pose X— Y —Z—o, p—o. Les 
fonctions: 


pe 


e| (w(E,n, 5, t) We - ---)de, o | (u(E,n, 5, fj) wu +---)do, 


© (to) co (fg) 


Ur 


e| (u (E, 9, 6, tj) we -..)du 


ont done la méme propriété, du moins dans le cas considéré jusqu'ici, où le 
domaine désigné par w(t) est une partie finie de l'espace. Si les fonctions 
u(§, 7,0, ¢,) ete. sont douées des dérivées continues par rapport à &,n,{, on 


peut transformer ces expressions par des intégrations par parties. On a: 
| 00P PP , P , P 
UE = Lk db Vez = , VW € — le 
^0 at On (s 23m 05103 SUIS 
On obtient done: 
EE JP ‘ld dv | 0w|OP 5 dP 
gill AG Pa nt u y du i alae Poe 
ln (5,9, 5; bo) V1 dw—g dE" dn OC mee? 9 | (ucosnx +...) 08 us 
-o(to) cotto) S do) 


ete. Cela se réduit, si: 


du dv dw 


d&g T DUIS 
à: 
LE GNE m ei 0 P ü dP 
| (5m CT) In dw — 0 | (u cos nx +...) DE dS 
cto) S (fo) 


ete. 
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Nous caleulons les valeurs limites de ces fonctions quand / tend vers ¢ 


£ ! 


= 


et le point x, y, z en méme temps vers le point Z', y, 
domaine c(/,). On a dans la première intégrale: 

or 

AP  E(r,t,,t) re 4b) 

dr 2 (t — t4) 2 V(t — t, 


0 


, situé dans l'intérieur du 


En s'appuyant sur les propriétés connues de cette fonction, on trouve: 
à ; 
; 
0° = n dP , Fs " 
lim ^ (Eu, 6, 0,) ,— do— 47t Von wu (S, v, 6, t) 
Us d 
© (fo) 
Dans la seconde intégrale on a 
t 
OP. Ge fx TOI tty OC fx 
|| TOO aKa | E 0 À) | | 
05 JE V r t—t, dé&\r 


. 3 » Pi It 7L : 
pour 7>0 (00), tend uniformément vers la valeur V . La fonction 


0 


tend sous les mémes conditions uniformément vers zéro. La 
notre intégrale est done: 


— f" Ó [|I : 
-Vuen | (weosina + ---) j| Jus 
( 


AS (£o) 


et les valeurs limites de nos trois fonetions sont: 


d 


Pad] 


valeur limite de 


p = , Ó [I ; 
47 Vuost u(S', v, 2, t) —Vuon | (u cos no + ---) — H ds 


Sto) 
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etc. Cherchons maintenant quelles conditions restrictives on est amené à intro- 
duire dans le cas olı Je domaine de l'intégration est l'espace entier au lieu d'une 
partie finie de l'espace. On voit, en se reportant aux expressions de u's ete. et 


en remarquant que l'intégrale: 


— 
&j 


(a, v, t) de 


reste pour r7 0, t—r>o inférieure à un certain nombre fini, que l'on peut 


trouver un nombre positif a,, tel que l'on ait pour r>0, t— 770: 


Dar; E notus it) i rst) 
LAM <2 E 


Comme les fonctions: 


restent, elles-aussi, inférieures à un certain nombre positif, on peut trouver un 


nombre a, tel que: 


On a done: 





a, étant un certain nombre positif. 
On voit à l'aide de ces inégalités que les expressions: 


> 


0 | [u(Ë, m, 5, Lhuz+ do, ete. 
© 


ont un sens déterminé, pourvu que l’on peut trouver deux nombres positifs, 


« et k,, tels que l'on ait pour des valeurs de r — VE? + 72+ Z? suffisamment 
grandes: 
z r c i ea Ü k, 
| «(8, Hs 55 tails Jog, UP so tails Jw(é, Gets N= x: (7) 
= 


Elles définissent dans ce cas des fonctions de v, y, 2, t, continues pour £7 f, 


et douées des dérivées de tous les ordres pour t>1t,. 
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‘ - = u tos ? 
Supposons maintenant que les dérivées: 


0 3 ; Ü . T Ü : = 
u(5, N; 19 ty), 7] v(S; N, ae Lo): T ws, 1}; + ty); 
O7 


existent, qu'elles soient continues et qu'elles remplissent la condition: 


Ou dv Jw 


x ui). 
05. Vin en 06 


On peut dans ce cas transformer nos expressions par des intégrations par 
parties et l'on obtient, les intégrales de surface s'évanouisssant à cause des in- 


égalités (7): 


Si le point x, y, z tend vers le point &',7/,¢' en méme temps que ¢ vers f,, 


ces fonctions tendent vers les limites: 


47 Vuos u(é', n!, 5; t), 4zVuos v(£, n, , 4), 4n Vuox w(£, v, C', 6). 


Pour l'étude des termes: 


t 


: : à 
| dr | [u'e X (&, N; a ditor: Vicon J[xe. ns Gt) x ) L Jue 


ío om PIC) 


ei — : S UT 
de 4zVuozu,..., 4x Vuoxp, nous avons besoin de quelques inégalités que 


nous dévolopperons ici. Nous avons: 








x —Ë) i x — EA E(r.c, 
ws 3s = 2 |t f. v de) s (-& Uto e 
je r dr |r 2u 15 it 
0 
pene se allgem) { } |. e (z—8)(y—1) E(r, v. 0) 
Herc end, m s 
0 


ete. Considérons maintenant la fonction Z(«, 9,1). Elle satisfait à l'équation: 


oH CH 
dp a da? = 
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Multiplions cette équation par d«dp et integrons entre les limites «=o, « — r, 


> 


B=t, B=t (4 <r<t)}. On obtient: 


r r T 


LE t dr da a=!) 
0 0 to to 
Or: 
JB (a, p, ^| 
= = O. 
Ja INE 
Done: 
D ; u [OE(r, P,t r [ dp 

| Ble, r,t)da — | E(a,t,,t)da = —' | ea ig = | gc. B,.t)—— 

7 i 0. Ur 2x LT 

0 0 to to 


Faisons dans cette équation /, tendre vers — x. Nous aurons, puisque: 


lim Ka, t,, t) — 0, 


b=— oo 


la convergence étant uniforme pour toutes valeurs de «: 


: A 18 
| ge 2, oda = ze, 8,0 mE 
: 2 t— p 
0 D 
Done: 
7 dx | ri (9E(r, 8,t) dg 0 dp 
j > — = — — ir, B, ——— 
rat | AG = dr Emo an (05 DE gy 
0 — 00 — 0o 


Pour les fonctions ws ete. nous obtenons maintenant des expressions de 


forme suivante: 





0 (3a 9: l Ja MS DB Fel | een 
el r? 1) a(t, P t es r? i—c 
aes he à 
ete. Les dérivées j ? ete. obtiennent la forme: 
HA 
vo dp Ê dj v E(r, v, t) E(r, v, t) 
| wu go vr EU. PSO) ema ee Re 


; à Di TB; ) ) ) 
0 | E (c, v, t) de -— o | Ei(a, to, t)de + u | DENG 5B Vase, it CUR "| dB —0r 
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Ww désignant une fonction quelconque de 2, y, z, t; €, », 6,7, dont la valeur ab- 
solue ne dépasse pas une certaine valeur finie pour des valeurs réelles de x, Y 2; 


$5m,6 ev pour £2 >i. 


Soit maintenant a,, un nombre positif tel que l'on ait: 


pour toutes les valeurs réelles de x et pour » — $, $, 3. On a alors: 
ort ; 
e inu-B < ua! (n=8, $, 3) 
amr Cir | Sea 
I - 
4u(t — p) 
si £79. Done, pour t>ı 
T hs OT : 
E (v ? t) dp ace | e 4 n(£—j) E de 2 dp DOG | 
E (=)? V(t— gy An none or?\: 
= m) , all —D 3 —tc+H 
| 4 4 





On a de plus: 


E(r, v, t) a io E 
t—t fe ele 


On conclut de ces inégalités qu'il est possible de déterminer un nombre 
positif a,,, tel que l'on ait pour r» o, t—: » o: 


Ou: du: da: N 
| SA SIE = Sr eme an — + (8) 
dx dy dz or?\: 
" 7 


Revenons maintenant aux termes: 
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t t 
| a | (u'eX + ---)dw=U,, la | (w^ X +---)dw=V,, 
% (rn) % or) 
i LI 
fa | ex + ---)dw=W, 
%  w(r) 


de ga Vuon u, 42 Vuos v, 4x Vuoaw. Considérons les intégrales: 


1 


f Jay! 
far it BER ES do es 
Ox 


te a(t) 


où o<e<t—t,. On voit à l'aide des inégalités 8 que l'on peut trouver une 
constante positive a,,, telle que les valeurs absolues de ces intégrales soient plus 
petites que: 

a,,Ve.Max.VX? + Y? k Z2. 


On conclut de là que, les fonctions X, Y, Z étant finies et continues, les 


intégrales: 


"ws 
fac ( EX +] de, Gr) 


si « tend vers zéro, tendent uniformément vers les limites: 


t 
Ju: 
fu ft UE y + =] de, dem 
: Ox 


n 
to w(t) 


dans Vintérieur de S(#). 
Dans les fonctions U,, V,, W, il est done permis de dériver une fois sous 

le signe d'intégration par rapport à x, y, z. Comme on a: 
Owls nis “ule 


0% dy y m 9 


etc., il s'ensuit que les fonctions U,, V,, W, satisfont à la condition de con- 
tinuité: 

oU oV oW 
i^ 1 E eed fe 1 = 
Ox dy 0% 
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Les fonctions w'; ete. ne contiennent x, y, z que dans les combinaisons x — 5, 


y—n, z—f. On a donc: 


t 
QU ; dus — ... 2 
iw far] | X (E, DIE, a) 4 | do 
dx / Ox : 
to w(t) 
ete. Done 
i LI t LI 
dU ö An 3 ( 0X 
5 — | at (weX(§,, 6,0) +---)cosnadS + | di | (v: PUE E dw 
x > 5 z 
"ho SQ) % om i 


ete. Prenons maintenant dans l’intérieur de o(f) un domaine w'(t) dont la fron- 
tiere n'a aucun point commun avec S(é). ll suit des égalités précédentes que 
les dérivées secondes de U,, V,, W, par rapport à x, y, z existent et sont des 
fonctions continues de x, y, z dans le domaine w(t). Il suit aussi que l'on a 


dans ce domaine et pour t>1,: 


i—t 


PU : : Bu Cy. day's 
——. — lim | di It =X + = Y+ ;Z|do 
0x ey, A; 0x? Ox? OP os 

to er) 


; Que Oye Ow 
ete. Calculons maintenant — "> LAN i 
ot ot ot 


to er) 
ete. Nous aurons: 


Tim (aeu e)— Ui (055 V ses t) etc. 
e=0 


Puis 


) Ds x el ; : 
9U,(x, y, : , 5, €) E» | exe. 9, Pre r) ae oe dw + 


ot Em x 
e (£—t) 
SD Ju * 
Cale b M z 
+ | dt ap X6 n E n) +-)du— | Qs X (E, n, 6, 0) err doo + 
fo of) «(t—e) 


ipt far for. xe, n, 65, T) + --:)do. 


to w(t) 
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Si maintenant, 2, y, 2 étant un point du domaine w(t) et £, + Ó €t €t, (050), 


& tend vers zero, nos deux termes convergeront uniformément vers leurs limites 


et nous aurons: 


+ 2 } D 
lim | ea ess age une Ib: ub re 1) |do— 


£-0. e=0 Lt rats 
w(t—e) « (t—e) 
d iO OY  OZN OP. 1 (qe OP 
— lim | = + ‘| [do — lim | X eos na + | = dS = 
= 0s di dc OE £0 Os 
N = i > > Jr—t—t a ^ Jrei—t 
c (£—£) S(t—e) 
i E e. r 7 + y 
ea re N Pai ay ÓZ à [1 
— 471 po y, et) — V. | | zr ae 2 | ]do— 
0 : Qi dg Ü 1) a 08 r 
o) 
Jt zul ur dn à [1 ; 
= | (X cos nz + ---)—e|—-|dS, 
Oe Os \r 
S(t) 
ei : 
ett EEE > u = 
lim | dz | (Ju: X(E, n 0, Tr) + ---)do-— —AU,. 
00) 0 
to w(t) 


La convergence étant uniforme, il s'ensuit (pour ¢> ¢,): 


dU, : u | AX OY 929 [1 
0 óf — u dU, + 4x Vuox X —1 Le dE + "m 4 es BL = 
a(t) 
a he eres 
—Vuow | (X cos nz + ---)zz Ü ds. 
| ; OE ir 
S(t) 
^ T av, , OW, 
On obtient de la méme maniére deux formules analogues pour ói et TS 


Désignons par II, le terme de 47 Vuosrp correspondant à U,, V,, W,. 


Nous aurons: 


—= | j 
IL, =Vuox | (Xe, 1. 6, 0) je (*) t dw == 
o (t) 


[9X ,9Y | 0Z, do 


— Vuon | zls 


: ds 
r QE Oy 065] v 


—Vuoa | (X eos na + ---) 
s(t) ih 


Par conséquent: 
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dU, OTL, / : = 
Om = Ais + 4uVuon X + u AU, 
ete. Les fonctions: 
U, V, W, TI 
an Vuox  4mVuom 4n Vuon 4n Vuon 


satisfont done au système 1. On a de plus: 


limi? 05 — lim VY. lim: W, =o. 
t=to t=to t=to 
Dans notre étude de U,,... nous nous sommes jusqu’ici bornés au cas où le 
domaine d'intégration est une partie finie le l'espace. Dans le cas contraire, il 
suffit de supposer qu'il soit possible de déterminer deux nombres positifs, 9, /,, 


9 79 


tels que l'on ait pour des valeurs de r — VE? + 7° + C? suffisamment grandes: 


VPP Yt meh. 
z 
Soit en effet s, y, z un point quelconque. Soit S une surface fermée qui 
enferme ce point, v; la partie de l'espace qui se trouve à l'intérieur de S et c, 
la partie extérieure. A w; et we correspondent des intégrales Uj; et Uj,, Vi; et Vie, 
Wi; et Wi,. Seulement l'intégrale 11,, n'a pas un sens déterminé. L'étude des 
fonctions Uj;, Vii, Wi; et Ih; se fait comme plus haut. Reste à étudier les 
fonctions Us, Vie, Wie et à faire voir qu'elle sera l'expression correspondante 
pour la pression. | 
Nous avons en vertu des inégalités 6: 


Quel, |v'sl. edv 


On démontre de la méme manière qu'il existe un nombre positif a,, tel que 





Ou's Jus wc me 
Bat | dy | he | üz qi | 
\ (10) 
Pals Puls ws dus EE 
sel HM | 02? | | ot | Ip 





Les inégalités 9 et ro montrent que les intégrales que l'on obtient en deri- 
vant Uie, Vie, Wie sous le signe d'intégration une ou deux fois par rapport à 
x, y, z ou une fois par rapport à ¢ sont uniformément convergentes dans tout 
domaine w' intérieur à w; et pour t>1,+6 (00). On obtient done pour t » t: 
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J 


dU, 4 F3 a 0? T 
Q Fr; =uMdU;.+ Vuon | (x, 1», Éd) ae it «] do 


ete. Posons: 


II'5,— Vues (xe. rip b) 2 (2-2) + | dw— 


Op 


Nous aurons 


dt v 2 02. fm 
LEE Vuow | (X (Ent) = | + | dw. 
x J OE rj 
De 
Done: 
0 U;, 0I. 5 
Qo NE + Hu AUie 


ete. On a d’ailleurs: 


lim U;,—lim Vie=lim W4,— o. 
feta "EE E 


Done les fonctions: 


u8 Ya . W, ; Ilii E H^. 


am Vuoz a4axVuoex 4x Vuor 4xVuox 
pour £54, satisfont au système 1. U,, V, et W, tendent vers zéro avec t —1,. 
Passons aux intégrales de surface dans nos formules 5. Posons 
t t 


FUN 5 " 
U,=— fa | Kt m. -pcosme + ou u) Tc Jus 4 AE | (os + =) dS 


% — N(x) to Sn) 


et désignons par V,, W, et II, les termes correspondants de u, v, w, p. On 
voit immédiatement que les fonctinns U,, V,, W, dans le domaine c'(f) et pour 
t>t, + 0 (070) admettent des dérivées continues du premier ordre par rapport 


à t et des deux premiers ordres par rapport à x, y, z et que l'on a: 


dU, I du 
re Te I, 22 10S Jed 4 AN S 
0 uAU, ij Lu: C da peosnz + gu nn) + jus d 
Su) 
du: | x Ti du Cin 
+ «| E a» Lo | dS = = IE da PSS NX + eu) jg B + Jus + 
Sit) S(t) 


^ T "m 
Tau | U d = (") 4 | ds 
- dn dE \r 


S) 
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etc. Comme on a: 


Ó {1 | À [ 
UE [. ^ x | 
ete., il s’ensuit: 
QU. OTT, 
— udJU,= — 
7, j 005 


etc. On a aussi: 
metre = him V,-lhm. W, =o. 
t=to t=to t=to 
Enfin, les derniers termes de u, v, w, p: U,, V4, W,, II, satisfont dans le do- 


maine w'(t) et pour t>t, aux équations: 


NUE; etc. 


Elles satisfont done au système r en y posant X — Y —Z—0. Leurs valeurs 


limites pour / — £, sont; 


1 : Ü 3 
Vuon | (0 cos na + uel] as 


ete. 
Les resultats trouvés montrent la légitimité des théorémes que nous avons 


énoncés au commencement de ce paragraphe. 


Ne 


Applications des formules de Green généralisées au problème du 


mouvement d'un fluide indefini. 


l|. Dans ce premier paragraphe nous établirons quelques inégalités dont 
nous aurons à faire un usage constant dans ce chapitre. 
Nous avons démontré plus haut que l'on a, a, étant une certaine quantité 
positive: 
as 
rVi—t 





RARE < 


Nous allons maintenant démontrer que, b étant une quantité positive quelconque 
(qui a la dimension de la racine carrée d’un temps divisée par une longueur), on 


peut trouver une constante positive a,,, telle que l'on a pour r»0, 1— r>2o: 
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an: 
^ ais (11) 


[vel ear, < = : 
| 1*(Vt — x + br) 


Nous avons par exemple: 


PENES S She JU | Ee, v de — Ets n t] EE | ln) 
72 72 r. 24 y* t—T 
0 


Prenons la quantité positive a,, assez grande pour que l'on ait pour toute valeur 








réelle de x: 
u n 2 
5 b +26 Ka) CTU Orns (1,23) 
Q 
lu 
2 2b - x) |. 
| (x4 Vole Oy, 
On a alors: 
oa? 
e à"t—0 c CSS 
bae We? 
5 E T P 
Vt—ı 
Par consequent: 
ea ? dia À de V Eo Y p I As 
| 5 | oos ob br by 
4 J [x4 —) L I+ = Fee 
0 0 Vt—ı Vt—ı Vi—7 
Donc: 
Bas 


I 
5 | Ele, v, t) da « 
2 a, 7 )da save en) 


On a de méme: 
ULT 


Vic ton). 


~ |v 
tel 
Unt 
~ 
te 


Gia 








eE(r, v, t) 
2 u (£— 7) sr*(Vt —v + br) 
Comme: 
SS -1 vo MM <2, |: m <1, 





Les autres se démontrent de la 


la premiere des inégalités 11 est démontrée. 


méme manière, 


AD, 2d. du 
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Considérons mainténant les fonctions u, v, w de x, y, z, t, définies par les 


équations sulvantes: 


t 
u = | dr Iren: t) + v's Y (5.9.5, t) + w':Z(5, n, 5, T)]dw, 
to N 


t 


da | [un X (5, n, 5, v) -- --:] de, 


> 


| 


t 
w= | da Í wx, 7,60) -Eesshdtos 
y 3 
0 


le domaine d'intégration étant l’espace entier. Supposons qu'il soit possible de 
déterminer deux nombres positifs d et m,, tels que l'on ait dans l'intervalle 
eT 

_m,(t—t,)* 


TEX (55m Ge) SS m5, (IE IZ (5 ms 6; t)|< J 


Î (1 a r)? 


a 


n>o, r=VE+m+C 


Nous supposons d'ailleurs, ce qui est toujours permis, que Ó ne soit pas plus 
grand que r. Nous démontrerons que l'on peut alors trouver un nombre positif 
n,, tel que pour 4, € t € T': 


lasse, de, 9,20: [aus 2, t)| <n, m, (t — BTE (12) 


Pour la démonstration, il suffit de montrer que l'on peut déterminer un nombre 
positif a,, tel que: 


; lo 
j a ic I RA SOUL f n 
| leer —T + br) (x re y)? N44 ) 


to 


dans l'intervalle 4, « t € T. Posons: 


r=VR+r— 2Rrcosp, R=Vx + y? + 23, 
do — r? sing dr dp dw. 


Notre intégrale devient alors: 
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t 2% T oo 

| i . Ir 

(r—t,j^d« | dw [san f. ———— : —— 
| | = : a (Vi-— fbr) (z+ 7)" 


« 
to 0 0 0 





La valeur de cette intégrale est inférieure a 


t co 
í | lr 
3 — 1,” dr É er 
a er X v 
to 0 
Or: 
R 
h dr E if |. dr x 
J (Vt—v4br)(r2|r—R[)? J (Vt —c br) (x + R—r)y 
0 0 
R 1 E , 
= e — +] u Tee 
DOVE x c br) (x -- R—7r) .J (Vi—r+br) (1 +r—R; 


R R 








R 
^ Ir bR 
et I dy E. I MOT = | 
r+), Vi—c+obr fr?) 2Vt —c 
2] 0 2 
Soit a,, un nombre positif tel que: 
log xv 
Max CES 2 «ce 
æ=0 x 
On a alors: 
he Ra, zx (ly; " 
bI=d(2 + RP(t—v)9  b-(t—«) 
Done: 
: : 0 
Am a,,(t—t,)” di Brass 
4 7U [ eres az bc ee Teer, ESOS —< 
LA b J (t—2)* 51-9 (2 — 0) 


1—0 
Baa (T —t) ? Eu 


bi—è (2 =) 


D’autre part: 
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bR 
ME ia | 
E ar T - / — 1 » og2 
= <| Tere an SE _ oR b 
= : 2Vt —a 
Done: 
& 
a ‚log 2(t—t,)"+! ]log2(T t,)? n 
| ah) iad = b(n + 1) ^ b(n + 1) =i)" 
to 
Enfin: 
se i dy af dz E: 
^ j (Vic +bR+ ps) (+8) J (Vi-r+b8)( +8) 
0 0 
I ^ ds T] 
le Ji PS , Vt—t 
I er a 
Ü VT — t, 
Done: 
i 
[ep I,dt < 2a,,(t — Ly. 


to 


Notre théoréme est done démontré. 


On peut sous les mémes conditions démontrer les inégalités: 


Ju 


je ee 











E 2 Na Ma (t — Dy 


dos ; I 
0x Jz (r + .R)? (13) 
où n, désigne un certain nombre positif. Pour la démonstration, nous remar- 


quons d'abord que l'on peut trouver un nombre positif a, tel que l'on ait: 


| us 
Ox 





De 
Oz r(Vi—r + br)§ 


En effet, nous avons démontré plus haut que l’on a des inégalités de la forme: 


Jus ws ai 
sh, : Cope qu —— 
0% 02 or?\3 
TAL S A 
4u 
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En modifiant légérement la démonstration on voit que l'on peut remplacer le 
membre droit par: 

Beer Urs 
r(Vt—v + br) 


du 


Cela étant, nous considérons une des dérivées j, eie» par exemple la premiere. 


Nous avons: 








t 
Ju & ] 
ke | <3m iz Í (v — t,)^ da | <= a ee < 
Ox : J r(Vt— + br)? (x + 7r)? 
to 
t co 
1277 Mi 7 | («= rail, ———— ar — 
y J (Vt— + br) (x t |r— R|y 
to 0 
R 
ÿ 2 ] 
2I24m0, | Goran) dr E 
D b |. A ' | (Vt—z + br)? (x + R—ry 
to 0 
E E 
| (r —t,)* dr | == ROT M m 
; J (Vt—* + br (x - |r — R|y 
to R 
n 
t 2 
E I27t zen | [eras | = dro Be 2 
Le Dub zer br (1+ 3| 
à = 
+ J o —t,)2da | = scopi ie | 
J J (Vt —« + br) 
fo R 
4 t | 
_ 127M, 0; 29 | (r — 1)" (c—t,)" dt 
Es MU eremo ANS ES 
b Ms r R) " Vt—a ire b: 


( —ó 
12.25 M, Gy, I 2! | (Et), 
s js ls + Re , b TY 
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Or, si — 2 Grn a: 
VT — t, 
T TT VT —t, 
OR DT +R) 
I 
Ves 
b 
si —— — > I 
VT —t, 
I I 
SIR XC 
VRR 
Done, dans tout les cas: 
ak iR: VT—t, b+VT—t, 
oR IUE SER) = b(1 + R)® 
I + - Sg 
VT —t, 


Done: 


( um A ll n 


os | «3m oos + 2) + 2v T— 1) (r4 Ry 


= 
Les inégalités 13 sont done vraies pourvu que; 


24 t d; 


JU 
i p: 


(b(29 + 2) + 2VT — t,). 


Démontrons enfin un dernier système d'inégalités. Nous désignons par u, v, w 
les composantes de la rotation du vecteur w, v, ww. En d'autres termes nous 


posons: 


— (Qw dv du dw dv du 
(ye D, D — SS . 
dy Jz 02 dx dx dy 


Nous supposons toujours que l'on ait: 
m,(t—t,)” 


EXE (ET 0,5, t bic une 
| X ( 7)| (14 p 


et nous supposons de plus que l'on peut déterminer un nombre positif, m,, tel 


que pour 4, X v € T: 


I oy 


zd 25.) = - OX 
ay at 


08 





| cm; (r—t,y (x + r)° 

on 

où »' désigne un nombre entier positif ou nul. Nous nous proposons de déterminer 
ec NIS. du du dw 

dans ce cas des limites supérieures pour les valeurs absolues de ie? ni t de. 

UT OY 0% 
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Nous avons: 
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t : 
12 if d X du: du : 
u =) dr | ze. SNO 0| (s PES 22] + du 
to 
etc. Or: 
ou: dA Ju, E: Ju, du's A 
dy 0z dc Oy 
dls de, Avy dde _e PP. 
dy Jz oZ Jy u dr ds 
a Ow ea ER 
dy dz 06 x udı on 
ete. done: 
: 2 
= 0 | ER a PE y : oap 
T | am F(S Tec, de LES m5; cre dw 
to 
Done; pour 7,€1x« 7. 
: : E x qud 
0 02 SOLN OP: ) OZ dY\e 4-9 
“u=- | as | = =| dw = §- {da | = = ae) 9 — — diy 
u di QC] OF 2 di CO Vii =a: 
uU. v i E fe " > ( r) 
to to a 
etc. Par conséquent: 
E 1 
du o? QU UY. dw . 
— —— | dr fi — =) E—2) E(r, rt, lt); | 
U BARE, J^ NUm 0% | (t — v)? 
to 
ete. Nous avons done: 
À So 
a E 2 c o! My | | dr 
S E < 2 r—t)dc | ri + R+ 4)" E(r,v,t) — — 
Be dz we E ( v) , ( ) ( ^u —7): 
to 0 
Or on a: 
ee 2 5 
io MM dr : d mL di 
EE zu R ae yp E (vr, D t) — = Te ES R JE r)" e aut TR) ee 
> EN: V(t — x) 
0 0 
o0 
D n'—i ou 
I m! ; = Pein aoe 
SE Ra | re EE 
Vr. d)! 
0 
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Donc, puisque: 
n'—i n'—i 


(t 1) x LT lo) à 
(rd Re qr (? € w) 


o0 


| r (x 4-.R-44ry!E(r,c,t) 


0 


Cio). arse dU) 
(Beer yeas 


@,, étant un certain nombre positif. On conclut de cette inégalité qu'il est pos- 


sible de déterminer », tel que: 


Ou ik 1 j 
| = | d (52 | «n,m, (E — &)"* (1 + Ry (14) 


dans l'intervalle t, € t € T. 


3. Il s'agit dans ce paragraphe du probléme de calculer pour un fluide 

x o 
visqueux et incompressible les composantes de vitesse d'un mouvement infiniment 
lent, superposé sur un mouvement connu. — Les équations du mouvement peu- 


vent s'écrire, en posant: 


p+ e Qu + v? + w?)— 4: 


2 





du m 0q 
0% + o(wv — vw) = X — FERN LE udu, 
dv Y dq y 
SES — eDAap) = ——— Vv 
05; + o(uw — wu) dy? ud, 
dw = =F, 0q | Aw 
0j, + o(vu — uv) acces 


du Óv dw 


da i dy dz 


Dans ces équations, nous remplacons u, v, w, q, X, Y, Z par w+ u, 

Vs + v, W, + W, Qu, -- Q, Xo X, Yot Y, Z2, Z, 04,9, ... se rapportant au mou- 
vement connu et u, v, w,... étant des quantités trés petites ainsi que les déri- 
NR Ont dw 
vées — 3 +. —, 
0% Oz 
selon notre hypothése satisfont & notre systéme différentiel et puisqu’il est permis 


Nous obtenons de cette manière, puisque les fonctions uy, t, ... 


de négliger les termes wv — vw, ww — wu, vu — uv, petits du second ordre: 
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du a dq 
0j + o(w,v + wu, — dw — vw) = À — 2x + udu, | 
dv t dq 
03 + p (uw + uw, — wu — WU) = } 25 + ud, 
(15) 
dw 0q 3 
ej; + 0(U)U + vu, — uv — UV) = Z Fer udw, 
~ 


Ou dv dw 
dx dy Jz 


— 


Nous nous proposons de montrer comment on peut de ces équations caleuler 
les fonctions u, v, w pour t>t,, les valeurs de ces fonctions pour t—1t, étant 
connues. Pour que notre méthode soit applicable, il faut cependant introduire 
quelques hypothèses restrictives. Nous supposons que uU, vy, Wo; Ups Vs tps 
X, Y, Z soient des fonctions uniformes et continues de x, y, z, ¢ dans tout 
l'espace et pour /,-1- T et qu'elles soient douées des dérivées continues par 
rapport à x, y, z. Nous supposons que l'on puisse trouver trois nombres positifs 
M, N et « (« € 1) tels que l'on ait dans l'intervalle t, € t € T': 


Lux, y: 2, 01, 19,(0; 9,2, 01 lu 95 2, t) | M5 


J 
lu (x, 9, 2, 0]. lola, y, 2, 0]; Vote, 9,2. DE pe 


IX @ 929), 17, 22,01 128 SOI m 


Nous supposons de plus que l'on puisse choisir M, N et le nombre entier positif 
m tels que: 


dx Oz OX 02 


du dw Ju Ow 
| ‘|---| “|, | |,...|%e |< Mir + Rm, 


d ay 


ay MT. < wr +R) 


dans l'intervalle ,<t<T, Quant aux valeurs initiales de w, v, w, nous sup- 
posons qu'elles soient des fonctions continues de x, y, z, douées des dérivées 
continues du premier ordre, qui remplissent l'équation: 


ut | IVtmtg | Wit _ 
Ox dy Jz 
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Nous supposons de plus que way, Vet, Wt=to admettent des dérivées continues 


par rapport à a, y, z et que l'on puisse choisir les nombres N, « et m tels que: 


lu(z, y; 2, to), lol, y. 2 to) |, Iw (e, y; 2; &)| « N, 


N 
Iu (2, y, 2, &)|; [Io (&, 9. 2, &) |, [w (2, y, 2, 6| < 34 Rye 


I wit Iwr=t| | OUt=to ÜWt-t| N (x + R)™ 
OQ | ae dz | ER FES 02 B E 


Pour intégrer dans ce cas le syst&me r5, nous commencons par chercher des va- 
leurs approchées wu, v, wÀ, de «,v,w. A cet effet, nous omettons les termes 
o(w, vu + wr +--:) ete. dans le système 15. Le systeme ainsi obtenu est, aux 
notations prés, identique au systéme r et peut done s'intégrer par l'application 
des méthodes exposées dans le premier chapitre. On obtient, les valeurs initiales 


de w,, v,, w, étant les mêmes que celles de u, v, w: 


an Vuon u, (x,y,2, t) = a | WEG tS) LF; t,t) ze: + 
^ 
B | d [e X(5,m,6,v) Fos Y (5,9, 5, v) + w;Z(S,, 6, v)) dev 
fo H : 
f= Cie 2 3 dw 
44 Vuosr v, (x, y, Zz; t) =a v(Ë, N); 15 ty) E (? , to, t) 
2 US 
t 
+ | ti fex (E, 9, 65, v) - ---)do, 
to 


zu 


M DR 
AnVuorw, (2, y, 2, t) — N DIE, 756.5 to) E (0, Los ne 


Ces formules sont valables dans l'intervalle £, <t<T. Pour plus de simplicité 


nous écrirons: 


246 C. W. Oseen. 


^u 
etc., 
À 
ul?) = | di | «x6. n, 5, 1T) t ---) do 


1o 
etc., et nous aurons alors: 
U — ud au um, v= vy) E vl), UD wi) S we), 
Cela posé, je dis que l'on peut trouver un nombre positif c assez grand pour que: 


El: 1%. (25%, 


[o] 
nN 


y nae esas by ree | 


cN 
TRIS 2%]; [9.2 4 29. ee) (r4 Ry 


Fu Go, y, 


(16) 


ptt 


[^ (odes | [010,(254, 25 2 [e (2:9, 23) 


] | dz EU m 


dx 


Ow, (x,9g,2;,t = 
| = 1 ( M | < cN (1 + Ry 
dans l'intervalle t, «1 — T. En effet, les inégalités 12, 13, 14 montrent immédiate- 


ment que l'on peut déterminer un nombre positif c tel que: 


cN 


2 


| uw) (x, Y,2, öl; 


cN 
(2) (+ 2 E NN 
Ju! zes are JE Ry 


dul) (x, y, z, t)| dul) (x, y, z, 1) hd a, + Ry» 


da los da 


pour £, «f « T. Il suffit done de démontrer que l'on peut choisir c tel que u) 
ete. satisfassent aux mêmes inégalités. (C’est ce qu'on voit par un calcul analogue 


à ceux qui nous ont servi à démontrer les inégalités 12, r3 et 14. En effet: 


& 


1o dr 
E (r, to, 1) —— < afr MA gr 
[ Ce dns PU NAE e c OG EE 
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^ dr Be eg | Pe errr 
d 3 E (r. t,, = Ete tudE + 
+ 4 | r* E (7 : ty t) i= t,) (1 | |A rp (1 } i] se € 
R 0 
^ o& 


xam | Ee master Dan 
van fie rag tr Eta, 


ay étant un nombre positif, tel que: 


2 


oË 


E(r +2VT— 1 Eee m<2a VT — t, (x + o) 
= 0 19 


pour des valeurs positives de £. 


D'autre part: 


(x +r)" E(r,t,, t) do «4a he Bas 22 Ito ANA 
lo c v | (t— t,)° 
0 
Uu. fura mcs oe ons 
47t (m == iy! (1 + Ry (t — t) ? | S?em—ig 4udic< 
en ó 
e 
i=m m! mi pg 


4c (x + Mibi — ji (mt) un 4u qi. 


1-0 


ec 


Notre assertion est done prouvée. 
Nous sommes maintenant en état d'intégrer rigoureusement le système 15. 
A cet effet, nous y introduisons un paramétre auxiliaire 4 et l'écrivons comme 


suit: 
Ou 0 E = = = m 
Cagis X — i + udu+t ÀAo(w,v + wv, — v,w— vw,), 
dy LO 3 — 
One y — i + u Av + Ao(uyw + uw, —w,u—wu,), 
dw 0 é = = 1 
Sm AE 5 + udw+ Ào(v,u-E vu,— u,v— uv), 
du dv dw 
Ju Oy z= H 
Pour 4 — — 1 ce système devient identique au système rs. Cherchons à y satis- 


faire par des séries procédant suivant les puissances de 4. Posons done: 


248 C. W. Oseen. 


Ww (A) =U, + AW, od Ate. +. 
v(A) = *,-FÀV, t + MM + 


Pour déterminer w,, v, etc. on obtient les équations suivantes: 


dus 7 __ 94 

br x — da udu, 
dv pa Wi 

pots iy etd +udv,, 

S dt dy D 1 
dw, 2 9% 


0 anu 03 +udw,, 


Ou; 00, oa, 
—+-+-—.=g9 
‘x 0y dz 


Uus = UE, y, 2, E), vu uu mtm, y, 2, by), Wie, = WE, y. 2, bo); 


04, — — 
LET mt a +u AU, + g(w,v, + 0,0, — vw, — vw) 


Ou, dv, Ow, | C 


da | dy Oz 





Marz Cota ty DEI) a 
et, en général: 
Os On ee A T 
0 ot "Adr Ox + tte Ti, aie Q (10, 05 —1 zi Wn—1 Vy) — 04005 —1 — Un—1 Wo), 


Ow, , 00, , VUn 
Ox oy Oz 





Unit = Un t, = We n 


On voit qu'il est loisible de choisir pour w,, v,, w, les fonctions que nous avons 
ainsi désignées plus haut et que l'on peut satisfaire aux équations différentielles 
pour %,,... ete. par les fonctions définies par les équations suivantes: 


go Ug )doe 


t 
: 2 al 
Az Vuoru,(x, y,2,t) —o far f enn + 0,0, — 94, — VW) 
t 


to 
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ete., et, en général: 


t 
47t V ugzr at, (2,9, 2, 0) QUE TE F Wy 19) —VyWn—1— Vn ur: wWs+-..)du (17) 
=1 
Ee 
etc. pourvu que les fonctions w,v, + w,v, — v,w, — vw, etc. en général: 


Wy Vn—1 + Wn—1 Vy — Uy Wn—1 — Vn-1W, ete. soient continues ainsi que leurs dérivées 
du premier ordre par rapport à 2, y, z et qu'elles remplissent des inégalités de 
la forme: 


| 0, Una + Wray — Vp Wn—1 — Vn Wy |, - - - < 


(x SEA 
(E> 0). 


Or nous savons que &,...%,...%,,...%,,... sont des fonctions de x, y, z, t, 
continues ainsi que leurs dérivées du premier ordre par rapport à x, y, z dans 
l'intervalle t, X t € T' et que l'on a: 


^ 4cMN 
“(1+ Ry 


lose, + uv, — ow, — v,w,, .. 


d - 
j „(0 9, + W,V)— WW, —U,W,)|,...<8eMN (1 + R)r. 


Il suit de là que les fonctions w,, v,, w,, définies par les formules précédentes, 
sont des fonctions de x, y,z,t, continues dans l'intervalle ,<t<T et douées 
des dérivées continues des deux premiers ordres par rapport à x, y, z dans le 
méme intervalle. Les inégalités 12—14 montrent de plus que l'on peut détermi- 
ner un nombre positif c, tel que: 


1 


Iv; (x,y, 2.t)|. Tue; y, 2: OL; le (x, 7,2 O | « ee, MN (t — t, 
cc, MN (t — t,y* 


El |? eee 
33e; me 2 (I ES Rye > 


| UE dz 





Git (Gay est) UOTE 
dx SO 


| « ce, MN (1 + Ry" (t— t) 


dans l'intervalle £, «t - T. Il résulte de là que w,, v,,.,, continues ainsi que 
leurs dérivées des deux premiers ordres par rapport à x, y, z dans l'intervalle 
t, - tX T, satisfont aux inégalités: 
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| us (x, y. 2, t)], |o. (2, y. 2, t)]. 


|w; (x,y, 2, t) | « ec? M? N (t — 1), 


Erud |; y,2,1)| cc; M* N (t —1,) 


a 


(0m 


| "re 


Jz 2(r+ Ry ? 


| « cc; M? N (x + R)" (t — t) 


Jz 


et ainsi de suite. On voit done que w,, v,, w, pour toute valeur entière et po- 


sitive de n sont des fonctions de x, y, 


z, t, continues ainsi que leurs dérivées des 


deux premiers ordres par rapport à x, y,z et du premier ordre par rapport à t 


pour t, «t € T et que l'on a: 


a 


[eee (uve 


Curry rt) 
da Eis 


n 


Un (25, 2/558 t) 
On FR 


dans l'intervalle £, € t € 7. 


Considérons maintenant les séries: 


1 co 


bu N, 
242] ha, y Ano 
1 1 
nn or 
Y Y 
N jr Ü Wn N jr 
fmm 6 5 Er Zz: 


Jz 


1 1 


Les inégalités précédentes montrent c 


« eN [e, M (t —,))]5, 


_eN [e, M (t 1]? 
: 2(1+ R) 


. « cN (x + Ry? [e, M (t — t 7? 


ps 


C ab =: 
Y Y () 

N jn—1l34pn N jn—1 f Hn 
c ^ Wn, d 4 5 
: m Ox 
D 
RAT Sint dun 

Dm gus 


ju’elles sont absolument et uniformément 


convergentes dans tout domaine fini de l’espace pourvu que: 


Posons donc: 


1 I 
2 = H 
| €, M 
oo 
1) To, w — DA ne: 
1 


to 
Qt 
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w,v,20, w, v, w sont alors des fonctions de x, y, z, t, continues dans l'intervalle 


, i I A 5 ; 
t e oui ciet + am Elles admettent dans le méme intervalle des dé- 
250] 


rivées continues par rapport à v, y, z, et on a: 


Jw dv du Jw dv ou 
) 


=, ve — W = a 2. 
dy 02 02 Ox’ dx dy 
Les équations 17 etc. donnent maintenant: 


t 


J 


44 lupa w(x,9,2,t) — 4z Vugs t, (x,y,2,t)—o | di | [(w,v + 


to 


+ WV, — VU — VUW)rHs,...We +: ]dw 

t=t 
etc. De ces équations, on conclut que w, v, w admettent des dérivées du second 
ordre par rapport à x,y,z et du premier ordre par rapport ¢, continues pour 


t, «tX t,. Posons maintenant: 


J 


x 4 E à [x d [1 
q— Vuon | X — o (wv + wv, — vw — VW )z=8,.. zz ) — L | Jj +. |do. 
c t=t d& Vi ds r 


= 
Nous aurons pour {, <t € t: 


du c d 
vem udu= X — g(wyv + wv, — vw — vu) — 1 


Ju dv dw 
dz’ dy agree 


Nous avons d’ailleurs: 


lim w=lim w,, lim » = lim v,, lim w=lim 2w,. 
t=to t=to t=to t=to t=lo t=to 





Notre probléme est donc résolu dans l'intervalle £, < ¢ < ¢,. 
Pour aller plus loin nous observons que l'on a: 
cN 
m 


lu(&,y,2,4)1, pom ys 4)], om y, 6] 
; JL | y, 2,6)] EUM IURIS 


[mee [Eger n). — nu 
0e ali dz 2(x — e M (t, —4)*)(x +R) 


1* 


r1 — e, M (t, — t)? 


du(x, yz, ty) Ow (x, y, 2, ti) cN (r+ E)" 
0x am J Vz 
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Cherchons maintenant à calculer w,v,w pour t>t,. Les inégalités obtenues 
montrent que l'on peut employer le méme procédé qui nous a servi à caleuler 
les valeurs de ces fonctions pour /, <4<t,, en remplaçant seulement £, par f,. 
On obtient de cette manière les valeurs de u,v, w pour f, « t € t, + t, en posant 
|, —t,—=t. En continuant ainsi, on peut, du moins théoriquement, calculer les 
valeurs de 4, v, ?^ pour chaque point de l'espace et pour 1, « t € T. 

Nous avons construit un systéme de solutions de notre probléme. Ce sys- 
téme, est il unique? La réponse est négative. Considérons pour le voir l'exem- 








ple suivant. Posons X = Y —Z — 0, u, — v, = Wy = 0, U(X, Y, 2, ty) = v(x, y, 2,1) = 
w(r,y,2,t1,)- 0. Un systeme de solutions sera évidemment 4-— v— ww — o, 
q-— const. Mais il existe une infinité d'autres systèmes. Par exemple: u — t — tj, 
V=W=0, 4 =—08. 

Il faut donc, pour déterminer vw, v, w sans ambiguité, introduire des con- 
ditions supplémentaires. Convenons de nous borner aux systémes de solutions 
pour lesquelles on peut trouver deux nombres positifs « et M', tels que: 


Ju 


lu]. fol, lel, 





dw M' . 
DXDECYO (Sepp ues 


|?x Oz 


Ip] s M (x + RES 


dans tout l'espace et dans l'intervalle considéré du temps. Je dis qu'il existe 
tout au plus un systéme de solutions de cette espéce correspondant aux condi- 
tions aux limites données. Soient en effet ud, vd), at), g@@; uw), 99, 4:0, qO 
deux systèmes différents, satisfaisant au systeme 15, u), vo, w™ et ud, v9), 490) 
d'ailleurs prenant les mêmes valeurs pour t—t,. Les différences u(0 — u(? — U, 
yD — 72) — V, w\) — w® = W, gl — Q9 — Q forment alors un système de solu- 
tions du systéme: 


QU 


J 
et 0 (ro, V + Wo, -uW—-Vw)=— a +uAU, 


QU. OV aw A 
dx Ü y dz 


3 





et ona U— V — W —o pour t —£,. Soit S(r) une sphère r —7r. Appliquons au 
probléme précédent et à l’intérieur de cette sphère les formules 5 du chap. I. 
Nous aurons (t > f,): 


i 
EX 
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t 
4n Vugz U(x,y,2,t) — —o0 | di | |o. V+ Wu, —v,W- 
fo E 
L : 
LA Vunass, Us Je — | de | Lu In = — p cos ni) | | Jus 4 
to So”) D 


Y x I. IR T a auf 
acera [ur | LES -|- y * S py du )as- Vion | (U cos nz + --- az, — : dS 
ju du dn dn hr = y? 


to S(r') Sr) 


ete. Si maintenant 7’ tend vers linfini, les intégrales de surface dans ces for- 


mules tendent vers zéro et nous obtenons: 


t 


o 


4z Vuoz U(x, y,2,t) = fa JL, V+ Wa, —v,W— Vw) 


t 
to 


u': + :- do 


FI 
t=r 


ete. Les inégalités 12 et 13 montrent alors que l'on peut trouver un nombre 
positif c, tel que pour £, <¢< T: 


Re D AR a Om, e.t p,;yz;)n-R)|, 


WA (aay 25 by rss 2) |W (a, y, 2, b) x Rye s 


c, M M'Vt—t, Max (VU? 4- V? + W? + (x + Rv (U2 + V? + Wh, 
loi rt 
en désignant par Max f(a, y,z, 7) la plus grande valeur de f aux différents 
point de l'espace dans l'intervalle du temps indiqué. Soit /' un nombre assujetti 


aux conditions: 


I 
! = = — 
h St She mem: 
Nous aurons dans l'intervalle ¢, <t<t: 
7 ' I JU ET TERCERO TEE Br 
[Gill ee n Genet Max Ut LS Hr + RV (Us + a) ee 
to<T<t 


Done pour f£, € t € t': 


U2+ V? -- W? t (x + R?*(U? + V* + LIES Max (U? + V°+ 


Oo srt 


+ W24+ (x + RP’ (U2? + V?+ W3). 
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Si U, V, W ne sont pas identiquement nuls dans l'intervalle t,<t<t on par- 
vient done à une contradiction. II faut done supposer uud, vd) — v0, 
ic — u?) dans cet intervalle. En continuant de la méme manière, on voit que 


l'on a partout uw!) =u), 90 =v), wl) = we), 


3. Plus difficile que Ja question traitée dans le dernier paragraphe est le 
probléme de caleuler les composantes de la vitesse d'un mouvement fini dans un 
fluide indéfini. La méthode des approximations successives de M. Picarp per- 
met dans ce cas aussi de calculer u, v, w dans un intervalle 4, « t € f, -- t, ces 
fonctions étant connues pour £—4£,. Mais la longueur de cet intervalle dépend 
dans ce cas des fonctions données u(x, y, 2, t,) ete. de sorte que, si l'on veut 
poursuivre le calcul, on obtiendra un nouvel intervalle f, + £ € £ € t, +144, où 
!, en général ne sera pas identique à t. Si les nombres t, t, etc. forment une 
serie convergente, le calcul sera done arrété pour une valeur finie de ¢. D’apres 
notre théorie, il parait done vraisemblable que des irregularites peuvent naitre 
dans l'intérieur d'un fluide visqueux.et incompressible, méme dans le cas où les 
forces extérieures et le mouvement initial sont complétement réguliers. 

Nous supposons de nouveau que les fonctions données u (x, y, 2, t,) ete. 
soient des fonctions continues de x, y, z, douées des dérivées continues du pre- 
mier ordre et remplissant l'équation: 

Ou dv, dw 

02 04 HER 
Nous supposons de plus que les fonctions u (x, y, 2, t,) ctc. admettent des deri- 
vées continues par rapport à x, y, z et que l'on peut trouver deux nombres po- 
sitifs « et N (« € 1) et un entier m tels que: 


Ju(x, y, 7, bes « M, 


ARE laste t Ip 
pese el, rnm eL areae 
0% Ox 
et que, pour 4, X £ € T: 
IX (m. Ys 2:0) aX pe 


OL. 0% 


2 ESTEE 





- 


— 
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Nous considérons alors le systeme: 


du a dq XN 
0 X — udu + Ao(wv—vw), 
071 Erat F- 49 ( ) 


Ju dv Jw 
+ = 0, 
dx dy 02 
qui se réduit pour 4 — — r aux équations du mouvement d'un fluide visqueux et 
incompressible. Nous cherchons un systeme de solutions, correspondant aux 
fonctions données w(a, y, 2, t)) etc. et procédant suivant les puissances de 4. 
Posons: 
w(A)- w,- uw À +... 
o (4) = Ÿ, “fo v, yl Fee 


W(4) =w, + w, À + e 


QU) = + Gat: 
Nous aurons: 
du, 2 Od 
93; — X — "E + u Au, 


du, , dv, Ow, 
E 
Ox y dz d 


ue Lol — bdo 3/5: 2,8.) etc., 


et pour »—2 3,... 


; j-n—1 
OU Odn UN 
0 ot De DEE 3E tU Un 2s e > (wi Un—i — Vi Wn-i) 
4 i=1 | 
(18) 
JUn vn IWn =. 
‘x Jy dz i 
QUA OS eU ES (a Ys Ss fo) — Wn (GRE TR to) ER 
Nous pouvons done poser, pour £ > ¢,: 
y 0? fr 
4z Vuonu (x, y, 2, t) — m | w(S, 9, 6, 4) E (r, t, t) deo + 
£ ” 
+ | dı | [ue X ($,m, 5, 7) +-:-]dw 


ete., 
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1 
> 


zl 


i—-n—l 
an Vugz un (x, y, 2, t)— 0 | dr | |: Y wi Uni — Ui Wa-i)enk.... d «de (19) 


« c 


ty i=1 


etc. pourvu que les expressions: 


i=n—1 
4 
Y (wi v; — vi Uni) 


i=1 


ete., remplissent les conditions nécessaires pour que les intégrales ci-dessus soient 
convergentes et admettent des dérivées satisfaisant au systéme r8. 
Nous avons démontré dans le paragraphe dernier que l'on peut déterminer 


un nombre positif c tel que: 


lub lol, le, | <cA, 


cM 
lu (5; 9. ete (x + Ry 


l UT USE, 2 > (mr y. 2; 2] E (x, y, 2, t) 


0% dz dx 


02 


dan à 2 
| wi (x, y. adt) "|< + Rym 


dans Vintervalle 4, « t « T. Il résulte de ces inégalités que les formules 19 dé- 
finissent des fonctions w,, v,, w,, qui satisfont au système 18. Soit c' une quan- 
tité positive égale au plus grand des nombres 47,, 4%), 83, n,, M2, n, étant les 
nombres qui figurent dans les inégalités 12, 13, 14. Nous aurons pour f£, € t € T': 

E 2 1 
Jus], lel, lu] «oce M* (£ — 1), 


|: 25:0) | (BEZ, 2] oc? c M? (t — t,) 
E (r4 Ry : 


Ox 02 


«octc M*?(1 + Rm(t—t,)*. 


S 


Ota (ig Zub) 025 (2; 35 2..b) 
le es d 





Tl suit de là que les formules 19 définissent des fonctions w;, v,, w,, qui satisfont 
au systeme 18 et ainsi de suite. 
Soit maintenant a,, d,, d,,... une suite de nombres positifs, définie par les 
égalités: 
t=n—1 
0, = I; An = Dian. 


i-1 
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Je dis que l'on a pour £, € t € T': 


Ad, ! 
|l. [vals | is | < : ; (occ M (t "E t,)*)", 
oc (t — 14)? 
E (2, ? |’ (25.95.25 "| " On, (occ! M (t — ty 
dx en 02 oc (x + R)e(t —t,)? ^ 2 


1 


E (arse 2 | (0595 27 "| one Ry" (ec M (— ty» 


Ox 3 


02 "ec (t—t)* 


pour toute valeur entière et positive de n. En effet, ces inégalités sont vraies 
pour n=1 et n=2. Supposons qu'elles soient vraies pour m — 1, 2,... m — 1. 
On aura alors: 


=m—1 : 1 ji—m-—1 1 
i SITES ;— Vi Wyn i) cut (occ M (t — t)" | N (Qi 44m (occ M (t — 1)" 
em t nt i ı m—ı > 0° C 2 (t =. 14) = ı m—ı 0° c? (t = t,) 
i=1 i=] 
Done: 
" Am S ] 1 m 
[ams lem, [m] — : (oc c' M (t — t,)?) 
Qc (1 — ty)? 
etc. Notre assertion est donc prouvée. 
Considérons maintenant la série: 
ao 
Y 
Se ps 
1 


Si cette série pour des valeurs suffisamment petites de |x| est convergente, elle 
définit une fonction y de v qui doit satisfaire à l'équation algébrique: 
ed I 


Min: 


Or cette equation admet la solution: 


m : ; NN 
Done la série 20 est absolument et uniformément convergente pour |x| « — — à 
4 


(020). Il suit de là que les séries: 


= d Sl 
DT N nu N Rn, 
um = (> = (jy 

1 1 1 
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sont absolument et uniformément convergentes pour 


n 3 I . 1 
Is (t— 6| « ee naso 
4occ' M 
Posons pour 1, - t € t, 5 = Ware (6 > 0): 
| 100°C*C” M 
uo 1 a 
Y Y Y 
U == > (epu). POTES Xo I) on, w= > 
1 1 1 
Ces fonctions satisferont au systeme: 
du - UG 
0 + o(wv— vw) = X — 1 +udu, 
hj dt M dx à 


du Ov Jw 


Ox dy Oz 


La démonstration est analogue à celle que nous avons donnée dans le paragra- 
graphe précédent pour un théorème analogue. Pour — f,, u, v, w prennent d'ail- 


leurs les valeurs données. Notre probléme est done résolu. 


Dans certains cas, une autre forme de la méthode des approximations suc- 
cessives est plus favorable que celle que nous avons employée ici. Soit u,, v,, ?t, 
un système de solutions approchés du probléme. Calculons les fonctions ,, vn, 


Wn, Qn qui satisfont aux systèmes differentiels: 


ETT I9n 


0 
pO Ox 


Ü Un d Un à Un 


x dy Uz 
et aux conditions aux limites: 


Un, , — U(X, y, 2, &) etc. 


=ty 


On peut alors démontrer que l'on a dans un certain intervalle du temps et 


sous certaines conditions trés générales: 





u=lim w4,, v-lim v4; w — lim wp. 


n= D n=o nsw 


— I) lon. 


— ufus + = X — 0 (105—195 —1 — Vn Wn-1) 


Sur les formules de Green généralisées qui se présentent dans llhydrodynamique. — 259 


Cette méthode est applicable si, pour £—t,, le mouvement du fluide est irrota- 
tionel à l'exception d'un certain nombre de tubes tourbillonaires. On prend alors 
pour 2/,, v, ?^, les solutions fournies par la théorie des tourbillons dans un fluide 
idéal. 

Montrons enfin qu'il ne peut pas exister deux systèmes de solutions diffé- 
rents ud, vd, w), qU et ud, v9, «9, q0 correspondants aux mêmes fonctions 


données et assujettis aux conditions: 


TT du E M' 
dx NET 


als M zr Rv, 


Ir 
car OF 


En effet, dans ce cas les differences u) — uw?) = U ete., satisferaient au 
systéme: 


)U : = 
v + o(W o + Vw? — Vit — W v9) = 


CONG ONE d, WE 


— 0, 
Ox dy dz 


que nous pouvons considérer comme un système linéaire, u, v0, 400), u, 00, 200 
étant des fonctions connues. Or nous avons vu que ce systéme et les conditions 


aux limites: 





(UP — V = Wien — Q0 


exigent que l'on a identiquement U — V — W — o. 


II. 


Les formules de Green generalisees dans certains problemes partieuliers. 


1. Le mouvement infiniment lent et permanent d'un fluide visqueux et in- 


compressible est régi par le systeme différentiel: 
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dp 


uu — + X — 0, 
: 0% 
J 
TET ea — 0, 
ö dy 
(21) 
) 
u4aW— + Z0 


du dv Jw 


dx dy dz 


Nous supposerons dans les recherches suivantes que les dérivées de w, v, w et p, 
qui figurent dans ces équations soient des fonctions continues de a, y, 2 dans 
l'intérieur du fluide considéré et que X, Y, Z dans le méme domaine soient des 
fonctions uniformes de x, y, z, continues ainsi que leurs dérivées du premier ordre. 

Soit S une surface fermée dans l'intérieur d'un fluide, w; la partie de l'espace 
qui se trouve à l'intérieur de S, z,, y,, 2, un point quelconque de w; et w;(r') la 
partie de w; qui est située à l'extérieur de la sphère r =r', où: 


2 


r— Va—a + (y — y) + — 2. 


Posons: 
, UE) 4 (Etre Or ; yr 7 0 [x 1 
tt. = : Vu = — „We=— > Di 2 lie 
= Us Cees a dudy 2 ÜxÜüz Pe D ze 
Ces fonctions satisfont au systeme: 
; ( D's 
udWug-— =0, 
: Ox 
(22) 
ou, Ov, . Ow, 
2) L2) | 
UC dy Üz 
Formons l'équation: 
u | | [us AU + Va A0 + wudw-—wudwi—vdv—wdwidxdydz-— 
“oj ") 
* ^ 7) I 
(m 0m 0p 
— u +---— uU —:: |dedydz 
| | UT 0% SUSE 
9,0”) 
+ | | | (X us + Y v, + Zw;)drdydz-o. 
to; 7) 


Elle nous donne: l 
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[ lu; Par : 
— u f [nnn .— on - Jas | ws cos na f-+:)p-—(weosne+---)p'z]dS4 
S 
i ; TI T ! ; 1 I 1 Y 
“+ Ju) v.d Zwdrdydze- «| eae at's AN, as — 
B dn dn 
oi G7) r=r! 
— | [(w', cos nx ---)p— (ucosna+:-)pr|dS, 


où » désigne la normale intérieure du domaine w(r). Faisons r' tendre vers 


zero. Nous obtiendrons: 


4 du du " 
876 WU (Lys Yo: Zo) = — U | UL ae ÉD aan Jas SE 
S 
+ | [(wz eos nx + ---)p—(ucosna + :--)p'.]dS + | | (Xu +---)dudydz. 
S Oi 


On a évidemment deux formules analogues pour v(x,, yy, &) et w(cx,. Yo, 2;). 
Pour obtenir la formule correspondante pour p(vr,,y,,z,), nous posons: 


eS d = pum v— X = d ) A y — Yo i Ü | = 2 — 20 9 
x "m po dy \r a pos. |) àzWwl | men Dewi, 


w', v', w' et p' satisfont au systeme 22. Nous avons donc: 


fli [e + re ejus + I COS nt + o) pd S + 
5 ss 
+ HR: u" + YvV + Zw)dedydz= u vg a 
ej (Gr) rr! 
= LN | dS — fü cos nv + ---) pds. 
dn : ; 
n, 


Le passage à la limite donne: 


; a wollen A ea P dw | m 
AUD (Es Yous 29) = — U [|^ d Te ET «Jas + 
S 


+ | (w cos nx +...) pd S + | | | (X w + Yv' + Zw) dx dy dz 


& 
OF 
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En changeant nos notations, nous pouvons écrire nos formules de la maniére 


sulvante: 
Erd du: x 
8xuu(rx,y,z2)— —u | erre er —...) diS + | 
S 

ES | [u'scos nx +...) p—(u cos nx +...) p'JdS + 

5 
+ | (X(E, n, C) ue + Y(E, 7,0) v'g + Z(E, 7, C)w'a do 

o; | 


TCR ae |z Is I d ak à 0 ze 
ENS MEE | dx\r/dn ele le dn 





y 
d 0 | d à : d à ji “ad |x 
—1 — U — - —w dS — |- | | pas 
Frere: Tm PCR ; lan r| PO" : 
S 
ig! EN eee Im nt. c LU 2 COIN 
c a bei [s EM c - U. 
= | (x En 07e (55.5. I) -26&,.9,2|,))d@ 
s ) 
On a ici: 
FN SET PES 
: Pr dr | JEU "ES 
‘= — he = 10 L— —— — 
xx On? gc? ps 020p x IS 
F 0? 3 
Un dE dr etc., 
d Ü 


ü Ü 
7 = 008 WU. COS Wy — -G0SMIUES 
dn 05 7 dv db? 


i >=) 


do=dSdnd]. 


Dans les intégrales de surface, 5, », { sont les coordonnées d'un point de la sur- 
face S. 

Les formules 23 sont, aux notations prés, identiques à celles que l'on doit 
à M. LORENTZ. 

On voit aisément que les fonctions u (v, y, z), v(x, y, 2). w (v, y, 2), P(X, y. 2); 


aM : , a du dv dw 
définies par les formules 23, si, sur la surface S, on y considère u, v, w, dn dnd 
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p comme des fonctions connues et continues, satisfont au systéme 21 dans l'in- 
térieur du domaine v;, au moins dans le cas, où w; est une partie finie de l'espace 
et les fonctions X, Y, Z admettent des dérivées continues du premier ordre. 


Envisageons maintenant les intégrales: 


jas. 15 Sju'e+-.) du, 


l'intégration étant étendue à l'espace entier. Si X, Y.Z remplissent des in- 
égalités de la forme: 


AX (espe Gym ecce x: : 
Dic 


VE na, @ 0% 


4 


ces intégrales ont un sens déterminé et définissent des fonctions de x, y, z, con- 
tinues et douées des dérivées continues du premier ordre. Elles admettent des 
dérivées continues du second ordre, si X, Y, Z en admettent du premier ordre 


et satisfont dans ce cas au systeme 2r, si l'on y pose: 


p fixa. a : (.] +...) do. 


AGE dE \r 


3. Soit A(5, 7, 5) une fonction de £, 7,2, continue dans chaque point de 
l’espace et remplissant l'inégalité : 
e 


Nous cherchons dans ce cas une limite supérieure pour la valeur absolue de l'in- 
tégrale: 
E Seh) 


15 
Y? 


l'intégration étendue à l'espace entier. 
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3 


D 


kis ; : \ R.,- 
Divisons l'espace en trois parties, @,, «,, w,, par les sphères r= — et r= 
> 


) 


(R = Va? + y +2), w, étant la partie que se trouve à l'intérieur de la sphère 


SEO A rure N R 
r— et o, celle à l'extérieur de la sphère r — S 
> 


Soient /,, /, et I, les par- 


ties correspondantes de notre intégrale. Nous aurons dans w,: 





m 
fires 
Donc: 
R 
: dw 16 x M (Pdr 16 a0 M 
L,|« M | E | - xa 
En J ri(i-4 rye R y rı+3 (2—g)2-?^R? 
Dans c, nous avons: 
Rk 
T 
Done: 
5k 
pie "du_ 4nM iE 107MR  1ozm2*?M 
| zl > E nel 7? = R\i+3 | rs R 1:8 < | Re à 
emm nes ee 
Enfin, dans w,: 
r2r—R. 
Done: 
| rdr i rdr 4 t M ; udu 
I| «4zc.M < «ail — nn > 
nS d (Fran) s rel Re): R? 1 u’ (u — 1)? 


> > 


Considerons maintenant la fonction: 
I 
(1 + ny : 


Elle est finie et continue pour tout systeme de valeurs de x, y, z. Les 
inégalités ci-dessus montrent qu'elle reste toujours inférieure à une certaine limite 
finie, qui est d'ailleurs indépendante de AM. 

Comme d'autre part les fonctions: 


R: 7 u: Ü TUS 


dx dz 
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pour tout systeme de valeurs de x, y, z, $, 1, = restent finies, il s'ensuit que 
l'on peut trouver un nombre positif e, assez grand pour que: 

Wer … Ou! ! „dw; C3 M 

A(S,;m, 6 du, se AS; He *do|«—— E (2: 

| [46 s» er 2) Ge (1 +R)’ H 

3. Soit donné un fluide indéfini, sollicité d'une force extérieure dont les 

composantes soient X (x, y, 2), Y (v, y, 2), Z(x, y, z). Nous allons voir dans ce 

paragraphe que les formules de M. Lorentz permettent dans certains cas de 
trouver un mouvement permanent correspondant à cette force. 

Nous supposons que X, Y, Z soient des fonctions uniformes et continues, 

douées des dérivées continues du premier ordre et qu'elles remplissent des in- 


égalités de la forme: 


[XE usse 


D'autres conditions restrietives seront bientót introduites. 
Les équations du mouvement permanent peuvent s'éerire: 
0(u*) | O(uv) , (uw) 


3A 0 dg Sr dy + de =; 


dp 
u AU — ai 
; Ox 


Oni 0m O20 


—: 


Ox Oy Eas 


Ou?) , 0(uv) à 0 (20) 


ete. Le systéme diffé- 
Ox dy dz - 


Négligeons d'abord les termes e| 


rentiel ainsi obtenu admet le systéme de solutions: 


m= eL. [EXG à Das + Ido, 


v, — T | [X (S, 7, 2) w', + ---]do, 
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les intégrations étendues à l'espace entier. Nous supposons et c'est là une nou- 
velle hypothèse restrictive par rapport à X, Y, Z qu'il existe une quantité posi- 
tive M et un nombre 0, o0 < 0 <1, tels que l'on ait dans tout point de l'espace: 


lu, (x, y, 2) | < u 
16006 y. 2 DRIED PEER) 
du, (x, y, z) SUN; ye) t 


Introduisons de nouveau le paramètre auxiliaire À dans nos équations. Elles 


deviennent : 


dp à .[0(u3) | Q(uv) | O(uw 
UE ! + X +04 Es Bs ( | — 0, 
: Ox 2 0% dy 02 
du dv dw 
3 + Es 


Y T 
Ox dy Jz 
Posons: 


U(A) =U, + UA +... 
v(A) =V, + vA +... 
wis) =w, +w,A-+ -. 


P(A) — p + DA + >>; 
Pour déterminer «,, v,, w, ete. nous aurons les équations: 


Ü wv a” =! Ü ne 
t 057 ZWUn-i y dy m WiUn—i t 7, Un = 0; 
N 1 Se 


0 p 


Uu duy — 
à Ox 


wu, | Ov, , Un 


] 
Ox dy 02 
Posons done, pour n > 1: 


ge n—1 
0 d N ! 
Un = L— CAPE Se" us +. |dw = 
T | [Le 2 RES TR ” | 


> nl 


0799 Jul EI | 

S Nr . 5 by 

yen | | Uj Un—i DE ap Ui Ui 
md 1 : 1 


PERS zei. 1 
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etc. Les fonctions 44, v, w,, ainsi obtenus, sont des fonctions continues ainsi 


que leurs dérivées des deux premiers ordres, et on a en vertu des inégalités 24: 


9 OC, M? 


| es rs ys A Sul RTO? 


Qa, (2, y, 2) Qao 27; 2) We 9 oc, M? 
da PUE "As u(r-c R)+0? 


0? w, (a, y, | y, 2 ] a 0c, M? 


da? dz? 27: u(x + R)re 
Done: 
[2H] du, Puy wait, ME 
Woo zi yen = Et OS 
À Ox Ums (x + R)*? 
ou: 
90C 
[o ae NS rs 
IE LU 


Il résulte de JA que uw, v4, w, sont des fonctions continues, douées des déri- 
vées continues des deux premiers ordres et qu'elles remplissent certaines inégali- 
tes propres à nous assurer que les fonctions w,, v,, w, jouissent des mémes pro- 
priétés. En continuant ainsi, on voit que %,, v,, w, pour toute valeur entiere 
et positive de » sont des fonctions continues de x, y, z et qu'elles admettent 
des dérivées continues du premier et du second ordre. 

Soit maintenant a,, a,,... la série de nombres entiers et positifs, définie par 


les équations: 


n—1 
X 
Gir gu Dares: 
1 
Je dis que lon a: 
( : ss 0 UNE: y. 2) 0° Uu, y. 2) » G507 1 M” 
lun v, y, eye dx ere | "EZ yai er u Ryı+9 


En effet, ces inégalités étant vraies pour » — 1 et n —2, on voit, en concluant 
de n à n +1, qu'elles sont vraies pour toute valeur entière et positive de n. 
Faisons une dernière hypothèse. Supposons que M soit plus petit que 


: Alors, les séries: 


40, 
d d d i 0? 
NV (CO Dn N n—] "Un NV Eee tn Un 
> (— 1) ee (— 1) Mors. (— 1) one 
-— = a v == (a? 


1 1 1 
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sont absolument et uniformément convergentes pour tout systéme de valeurs de 
21-02: bosons: 





u, v, w seront des fonctions de x, y, z continues et douées des dérivées continues 
des deux premiers ordres et nous aurons: 


J 


A " "Td (ue )(uv J ; 
Smuu= | [X (S, 7, C)u's+---]dw— 0 | li (w yy d(uv) aie a ws + EI 
Je Lom 


dx dy 02 
etc., les intégrales à droite dans ces formules ayant un sens déterminé puis- 
qu'on a: 

Gi 


(I + R)1+0 > 


du(x, y, 2) u(x, y, 2) 
goto) ees | EXE MI de 


Lie 


C étant une certaine quantité positive. Posons: 


Sil Ss Cere o fp 
septa, y 3 - [ [XE Dog z] due 
^ F [0 (a? J (at I: ) 
0 Er m ouv) + "e «o Lodo. 
D Ox dy OBI ARURSING? 


u, v, w, p satisfont alors aux équations du mouvement permanent. 


= 


4. Supposons que les composantes de la force extérieure soient de la forme 
X (x, y,2)e”t, Y (x, y, z)e-**, Z(x, y, z2)e-**. Cherchons un systeme de solutions 
de la forme w(v,y,z)e-^* ete. des équations r. Nous aurons pour déterminer 
u, v, w le systeme différentiel: 


3 Up 
—ok*u — X — 1 Hr 1097 LS 
5 Ox b 


du dv dw 
at 


! + — 0% 
dx dy dz 
Posons: 
ja Ne LE aes oP GP 2 NONIS e 
Wu. = => ys = — — w's = — >= EC MU s es 
> dx? 02 : 0E0r : GEO”? Ps 08r 


ou: 
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24 h — COS 
P 


: 
k*or 


=, p's ete. satisfont aux systèmes differentiels: 


d pis 


D I 
—ok’u:= : 
D 3 08 


I 
"p A ten, CU gs. 


du: ze Qv': dw: 
ds dr m UTR 


= 0 


etc. Dans le voisinage du point x, y, z ils se comportent comme les fonctions 
(ip. Weir Pr yr 
— 2 


M cto. E idé d t 
9 rer, m rs 3 mm AE Pah ares etc. e rocede du paragraphe I est 
Oy gr OE PEE? "QE \r P pRIPEISI 


done applicable sans aucune modification et nous obtenons: 


[cra u: 
8 uu(x, y, 2) = — “| L ls + ---—U = Jus + 
S 
+ fle eos nx + -:)p—(w cos mx + ---)p':|dS + [Lx ($, 9, $)u's-+ ---]do 
& 


et deux formules analogues. 
employons les fonctions: 


, QUE ; ONT: 4 d à Lao 
= — y — —= Ll s 
V — gg iz] rt zal ea \, ‚p - 


a 7 


Pour compléter notre systéme de formules nous 


Nous trouvons: 


EN We Soe 0 PE 0 (29 — 
QAAE =i ace dn ils dn üz\r 


dn 
S5 
diuo GNOME d @ [x VETE ACIE ; 
dn dx (;] B "dnóy (] dn dz (7) Jas [Pan (] ae 
S 
Sae: 4 ds Bez. ws Omid 
en] (u cos nx + ---) = B xt, 7, Sx t «do. 
5 
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>. Analogues aux formules précédentes, mais un peu plus compliquées sont 
celles que l'on obtient dans le cas oü les composantes de la force extérieure sont 


des fonctions périodiques de ¢. Soient par exemple: 


X = partie réelle de A (x, y 2) e^, 
Y= » » » Bes ey ett. 


= » » » Gia Y, 2) e^t, 


ot A=4A,+iA,, B=B, +iB,, C=C, +iC, sont des fonctions complexes de 


x, y, 2. Posons dans ce cas: 
u(x, y, 2, t) = partie reelle de w(x, y, z)e?t 


etc., où u(x, y, 2), v(x, y, 2), w(x, y, 2), p(w, y, z) désignent des fonctions com- 


plexes de w, y, z, qui doivent satisfaire au systeme ‘suivant: 


PRA op 
on A +udu, 
~ Ox D 


Ju dv dw 
| ! — 0! 


Ox dy” dz 


Les fonctions de GREEN géréralisées de ce systéme différentiel sont: 





à o? P op : o? pP o? pP ; (a) Han 
U: + ie, VU:—— : SU E ——— UD 2) t | ete. 
2nd" 08° ; 050, 2 050% à bref Sa 
: Ü (1) Ü ("| 4 d H io} 
U = — , v= W =>. NZ 
OS \r On \r GENT? 1 r 
On a dans ces équations: 
: — tok 
22u|I- -—c0S8 = 
P t u 


okr 


Si 470, on a done, en séparant les parties réelles et imaginaires de P: 


we 
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Les formules de GREEN généralisées, que l'on obtient à l'aide de ces fonc- 


tions, sont tout à fait analogues à celles du paragraphe précédent. On a done: 


8zruu(x, y, z) = 8zu[n, (x, y, 2) + tu,(x, v, 2)] 


SET AU du: 
—u | |^ er s se Jas + 
x 
jr | [{u':c0os nx + ---]p— (uw cos nx + ---) p':]dS + | LA (S, v, OD) ws + ---]do 
* oj 
etc., : 
am p(25.3/, 2) om 4E [pi (x, y» 2) + po (o, v. 2)] 
S mda d 0 [1r pee ME UTI 
4b. wing = — NE | Wee 
“| [s B dn 4 “nda i] |‘ Pa I: à 
S S 
re 1: , dS i DORA: n 
+ tod | (wu cos mx +:-:) = + | a, hs S HE in + dw. 
S ©; 


6. Reprenons le systeme r. Supposons que Z=w=o et que u,v, p, X, Y 
ne dépendent que de v, y, {. Nous aurons: 


du - p 


0 Fr - Tou, 


a 


Ow 20070) 
07 y — du + ude y%, (26) 
Ju dv 
ü x dy = 0 


Supposons que u, v, p et les dérivées de ces fonctions, qui figurent dans le 
systeme 26, X, Y et leurs dérivées du premier ordre par rapport à x, y solent 
des fonctions continues de x, y, t dans l'intérieur du fluide considéré pour des 


valeurs de f, situées dans un certain intervalle o<t<t,. Soit: 


qv, y. 0 — 0 


l’equation d'une courbe fermée, C(f), dans l'intérieur du fluide, admettant dans 
chaque point un tangent déterminé et une vitesse normale déterminée »,. Soit 
w(t) la partie du ay-plan, qui se trouve à l'intérieur de C(t), x,, y, un point quel- 
conque, situé à l'instant /, dans w(t) et c»(t) la partie de w(t), extérieure au 


cercle y=! [r— V{(x—x,) + (y—y,)?]. Posons: 
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bo 
-I 
bo 


2 
or? 


e An(&—t) = Fir, t, ty) 


dr — 


F'(9', t, ty log. 


Définissons les fonctions w',(7'), v,(7) et p',(r') à l'intérieur de la courbe C(t) et 
sur cette courbe par les équations: 
a P, à | OP, 


alt ys 0 + As, y Py 


2 PP, ; i 
dx dt 


~, vz(r') = x 
dy? sir) 0d dy 


et à l'extérieur de la courbe C(t) par les équations: 


wu, (^) = v',(r') == p'a(r) = 0. 


Ces fonctions satisfont au systéme différentiel: 


0 wur) 0p, (Qr) 
EN aea 
Over) Ip.) ' | 
Der Ne ns y Var) j 
Qu',(r) Ow, 
alr!) | Ave) _ 9, 
Ox ey 
Formons l'équation: 
to 1 to 
"s f 9 puwa(r) + vv, (r EN DES . 
0 |at | uae A T = jae {LX u's(r) + Y w,(r)]do + 
à or (4) Ü cpu (€) 


to 


Jd 


+ [dt | u [uc (7) Aou v ur) uo — ur yus(r) vr Az yv z(ry-— 
ie Y Uu y y 


0 cos (£) 
dp Op' (1 0p'z(r) 
— as (rt) —v's(r Pay patr) v P «| (de. 
da dy dx dy | 
Elle nous donne, en intégrant par parties: 


0 | [uz (7) + vv (1) du = o [te ur) + vel, (r)]i2odce — 


« u 
Wp» (to) 0,1 (0) 


bo 
1 
w 
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to ty 


-— | dt | [ws ) + ovs) us dS + [dt | [Xws(r) + Yvs(r)]do 


« 
0  wyr(t) 


0 C(t 
i | du dv dwz;(r) — dv'g(r') 
— [dt] lulu + vg(r) — — au — — — u — at 
J hi | i lan + Vel ! dn dn dn 
ó Oi) 


— [u .(r') eos na + v'„(r') cos my]p + (u cos mv + v cos a) dS— 


to { 
a jj I D + «J- fae (r') eos nx + v'(r') cos ny] p + 


0 r-r' 


+ (u eos nx + v eos vistas. 


^ désigne la normale intérieure. 
Cherchons la valeur limite de la dernière intégrale lorsque r' tend vers zéro. 


Nous avons dans un point du cercle r — 7", situé à l'intérieur de w(t): 














ane to d.d) ars. e (r—)(y —yo) Fr, 6 t) 
Wan) == gue. Tr’ to —t ? peur) 24 y t,—t ^" 
du, (r) 0 I 2(y — ys)? F(r, t, li) mu 0° (y — Yo Fr, t, ty) 
dn zur ns t,—t 4 7 (t —b)? ? 
dv'z(r) = 0 (x — 20) (y — Yo) Für, t, to) | 0° (r—2)(y— Vo) Fir", t, th) 
dn m Ge t,—t 42 7 (t, — t)? ? 
! ! 0° (c ay) Bir; t, t,) 
Pa(r) "m Gt)? 


, du d +, x RER I 
Développons u, v, an d'après le théorème de Tavron. Les principaux 
dn } 


termes de la fonction: 


d 
(wel) et ) —[w'z(7') cos mx + v'.(r') eos ny]p + (u cos nx + v cos ny) p'«(r) 





" dn 
seront: 
QU (or Yor t) , qr (1 (r—m P(r’, nt) 
2 YT E da r2 &—1 
(x —2y) (y a ») Fir, t, t ) 
— V(X, Yu 0 7 s LR t—t E 
35 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 5 juillet 1910. 
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et nous aurons: 
to Pr ] 
: du 
lim j^ E [viso In + | — (u'z(r') cos nx + 
dn 


T'—0 
€ D 
0 r=r 


+ v',(7") eos ny) p + (u cos mx + v cos wise) dis 


to 
; J ^ J PU. 
lim Mec 22 to) U Yos nar | rea dE T eei s dS — 


0 2 (t, — t) 2u(t,—t) 7 y's 
0 peso? 
ty F ; 
TOT sits ho uc / (x —a)(y—y 
= | | I v (2, Vo t) | La 73 mme) — 
ö PH 
ty 3 
CELA T P "e i dt a y 
EU Em [> (r5 bby) eel anos Yo b ipi 2t OW, Yo; Lo) 


Remarquons de plus que l'on a pour £ —£,:2/,(1) — v';(r) =o. Donc: 


r'=0 


27 0U(%, Yo ty) = lim Le fl u (1) + dv (1) lo do — 


e» (0) 
DN A 
—o ja] [uu s (1) + vv, (n) usd S «Je (X az (1) + Y v',(1))d eo — 
0 Cu) Ó oj 
to 
— LIE CRUE + | —[u'z(r') cos na + v'.(r') cos ny] p + 
/ ce [ur 
+ (wu cos nv + v cos ny) Po) as : 
Posons: 
^ 
P=— fre t 15)" — log Y, 
r 
pe TE a uo re, £4) +8 yer TURN, 


7M EN wo d (OPE Wy Qt — %)(y— Yo) Flr, t1). 


(T — = = 5 a 
Judy [js 21 t—t 





we(r'), ve(r') et ple(r') tendent pour r > 6, t, —t» € (0 0, £» 0) uniformément 
vers Ur, vx et o, lorsque 7’ tend vers zéro. 
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Considérons les intégrales: 


iff D | VI (x, y, L)(1 — Fir, t, wer , 
w(t) 
d do 
I— (vor, 
a (4) : 


fo, à 
de 


He = [a P(x, y, t)(1 — Hr, t, )) p? , 
i' o (t) 


ty 


. * 
U o'(t) 


où o'(f) est une certaine aire finie du plan des 2, y et p(x, y, t) une fonction finie 
et intégrable de z, y, t. Soit l'(t) la plus grande distance entre deux points de 
la frontière du domaine w'(t) et L' le maximum de /'(t) dans l'intervalle o « t — f,. 
Nous avons alors, si o € f € fy: 








#4 
2 ie 
I, «2s Max |q|]| (x — Fr, t, 1), 
D 
peor] pr 
« 25: Max |y | Max ea ——— , 
u20 u Vt, —t 
x i 
I,<2r Max || | v F'(r, t, Armee 
ó 0 
_ ow L' 
« 2z Max |p| Max lus TAN =) 
u>0 Vt, — t 
(935. Gil (S ae) 
ou? 
> nel I I 
I, < 4 x Max |p| Max | — L'Vt, —, 








ou? 
I,« 4x Max |p| Max Ee lr Vt, — t'. 
On conclut de ces inégalités que les intégrales: 
t 


[o u' + vv',)do, fof. + Yv',)do 


c 


à (0) 0 w(t) 
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ont un sens déterminé et que l'on peut trouver un nombre positif b,, tel que: 


jg b,ö 
fle u's + v's rod < = Max Vu? +», 


0 t=0 
0 ts Ó 
fo 
jt | | Xue + Y v, |de « 5,0 Vt, Max V X? + Y?, 
0<t<t 
0 0d; Ó : 
bo 
[t| |Xw. + Yv.|do «5,LVe Max Vu? + v?, 
LES AS 
to—e e(t) 


L étant le maximum de la distance entre deux points d'une courbe C(t) (o € f € t,). 
Comme on a: 





anl, 290—9 pp à 4) Fr oly — yo) Fr, t, to) 
u r (? )= y? I y? LE (? , t, 1,) I (7, t, ty) ] sty zur? t,—t E 
DES 2(x — 2) (y¥ —% , 2 (x —2a)(y —34) F (5, t, t, 
Ug (r) Lo due : "te > t, ty) —F (f t, 1)] = 2 I : S mut ES 
n 0 


et comme, pour r 7 7": 


or? or? or? 


| F(r'. t ty) — Fir, t, ty) | —= e 410 (to—t) = e 4 11 (to—t) BS p e 4 n (tot) 


on voit que l'on peut choisir 5, tel que l'on a aussi: 


| | uw'z(r) + vv's(r) izodo < ne Max Vu? + v?, 
d 


0 t=0 


jae] | X ws) SE Yv()|do « b,0 Vt, Max VX +», 
0 t fy 
0 rh hr od Sts 
to 
jf Xws(r) + Yv*&(r)|do«b,L Ve Max VX? 4 Y? 
0 £t fg 


fo -6 @ (£) 
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On a par conséquent: 


to 


» 


lim |o | [wae (r')+ vo'e(1")k-odw + dt] [Xu'z(r) + Y vz(r)]do 
€ ( 


r'—0 


pt (0) Ó 0(0) 
to 
e| (wu;  vv's)iod c + jn ur + Yw&do. 
(0) 0 (D 


Soit C'(t) une courbe fermée dans Vintérieur du domaine wit). On peut 
alors trouver un nombre positif b, assez grand pour que, x, y étant un point de 


la courbe C(t) et x, y, un point intérieur à C'(t): 


[os (7) [0] v'2 (7) | < 8. 
Comme d'ailleurs w',(r) et v.(r) pour £,—17 e, © positif, aussi petit que 


lon veut, tendent uniformément vers uw, et v'z, on a dans tout point a), Yo, 
intérieur à C(t,): 


tp ty 
lim |- ej aj [uw s) + vv!) ud S Jof [esee 4 | er 
0 cw 9 ch 
fo, > 
—[u',(r') eos nv + v'.(r') cos np] as] = — fat] (ug + vv) Und S 
0 ch 
LP 7 5 AMA 
—u j«| (ues 4 qe u AE x dS + fu (u; cos na + v', cos ny) pd S. 
oc) 0 Cc 


Enfin, nous avons: 








I (1) = e (x — qr Tr t, t,) 1 


PO qur P 
Done: 
to 
lim — dt | (u cos nx + v cos ny)p'a(r')diS = 
RR ci 
: 0° Pre F(r, t, t)dt (^ 1 DET 
E El Teen eg | (u cos nx + v cos ny) —. "dS = 


0 Cit) 
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fo n 
1 o 9 — X y 12 0 dt 
lim — (u cos nx + v cos ny) —;— dS | r?e Got) — —— — 
r'-0 te, E Ui : (to — t)? 
C (t) 1g—€ 
ö V—2W aq 
— 9 | (u cos na + v cos ny) Ems ds. 
C(t) 
On a done: 
5-4 
2770U( Yor to) = TE Wy + er du edt [Gs + vv ,)undS + 
(0) ó C) 
fo fo I lv! 
Ep " du dv du, dv 
4 d | (X ws + Yv;do-]|dt| |t|usz—--vs——1u———9-——— 
dn dn dn dn 
6 w(t) ó ct 
[ 1 à j TL, 19 
— (ul, cos mx + v', cos ny)p|dS— ol (u cos nx + v cos m — ds 
y) C Y) s 
Co) 


et une formule analogue pour 2 rgv(ao,, y, to). 


Afin de trouver la formule correspondante pour p(x,, y,, é,) nous considé- 
rons les fonctions: 


ers t; 6) v—9. 


„13 yl M 
f(t eS ee DU e 
4 pt (ty — t)? T2 4 w(t, — t)? jj 


Q oirtE(r 1 


ELA SUE UD OI PES 
BU Anl Ci bun 


esquelles satisfont au systéme: 


du'(r') dp'(r) fifa 
ES op a. ae CAGE 

0 v' (i) dp (r') ae 
tina = dy Ta) 


dur)  dv'(r') 


Ox I dy zu 


Nous avons done: 


0 | Quu'(r) + vv (r')),=ndo = o | (uw (r') + vv'(r')))zod c — 


n v 
Opt (Lo) @yr (0) 
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to to 
’ 


—o [^| (uu! (7) + vo'(r))u,d S + [aj (Xu (r) + Yv'(r))do — 
0 Cu) 0 oj) 
to 
meu f NE. eol dv dw (v) Te u 
«| l^ E ( rs did "zn Ur WA Can 
‘o Clty 
—(u'(r') cos mx + v'(r') eos ny) p + (u cos mx + v cos my us -— 
to 
° i r du I ! r I Y 
- fat Uu qu Wer + +) QU () eos mx -E:--)p + (u eos nz + ---)p()|ds. 
OF =r! 
Or on a: 
(wu! (7')) + vv' (7'))t=4,do = 0, 
cj» (£o) 
to 
= I I du I I Uu I auf 
lim [dt | | pw (n Ian +...) — (a (r') cos nx + ---)p + (u eos nx + ---)p'(r) |d S = 
ES 
i 0  rer' 
to ; 
TO ,. he dt 
> ar Im Ve (r', t, to) Po Yoo t) aem N: = — 20 P(X, Yur to), 


0 


lim [o wu (1) + vv'(r)))zod o = o, 








r'=0 3 
(yr (0) 
^ f v ERI l 
+ ur mA SITE] qi à 0 ogr , Ü og "| q 
dm «uj (uw (1) + vv'(r')u,dS = — 0 | l^ jx ) 27 u„ndS, 
0 C) C (to) 
2 jl ] 
d E : .ólogr @ en 
lim [dt] (Xw (1) + Yv' (1) do = [ DET A ET do, 
r'=0 Ox dy 
@yr(t) @ (to) 
AR d d lw ') La! (x 
lim — [dt wu (r!) £^ ie NG CC UM NNI e) _ 
7-0 | jj L E e Vin geo Jmm i dn 2 dn 
0 Cit 


SET RU a JAEN ^ RES 1  f([., [9 og r du 
(wu (r') eos nx + v'(r') cos ny) plas = | |: | 3 4 


dis iov emer ) ; 7 rs teva 
dlogrdv | T d ólogr | » d 6 log 1 iz d log "Jas. 
dy dn dn dx dn dy 
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to to 
? 200 t OF ta) V 
lim — [dt | (u cos na+v cos ny) p (r'\d S —lim — 2— |r? — — 2^ 7^ dt | (u cos na + 
var ES Meo LE à: VIP Mage se to) ants dre qr INA 
0 C(t) 0 


C(t) 


+ v cos ny) log rd S = lim 
r'=0 


2472 FP (s! 0, to) [^ 
E T 7 a A (u cos nx + v cos ny) log rd S + 
120 


C0) 


9 | () a 
T ? | NRC, L) di : | (u cos mx + v cos ny) log ras] =- 





ET (& — t)? dt 
0 C 
o s 
Oa, (u cos nz + v cos ny)d S. 
‘0 
C (to) 
Done: 
'[. 9 logr J log r Jlogr , dlogr - 
2,29 (9295 Yo) | (x ór- + Y- 95 | dw —o v je a | Un AS — 
© (to) C (to) 
1 " dlogr du dlogr dv _ 3 d dlogr i d 0 log ‘| d log r PSE 
dx dn dy dn dn dx dn dy | dn 
Cit) 
d Te 
3; (u cos nz + v cos ny) log rd S. 
7 
C (to) 


Les formules définitives sont par conséquent: 








, vB ; SP 
ae , ve — 
on? * 0&0n 
Q, 0P 0, o? P 
; à feme 
u 1 08 0% ® 4 0 £2 ? 
oo 
E dr 
P=] Pie, cut) „leer, 
B 


A 
21000 (m, qt) — of (wl mn, T) ws + v(5, 9, T)U's)rot,de — 


t t 


—o fu | (E, m, v) we v (5,9, 2) vd S + o [dr (X (E, n, thule + Y (E, v, v)v')de — 


f C(t) & w(t) 
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t 
QUA d^ 1 dv dw: dv! 
— | dr u ur + v's 2 u à — | (ul: cos max + v's cos ny) p | ds 
: "dn dn dn dn 
bb C 1 : 
$ % : 
— o | (u cos nx + v cos ny) —3 ds, 
€ 1 = 
C) 
leer 0 logr 5 ie Jlogr 
27 p(x, y, t) | [x (E, 7, 1) dé + Y(&, n, t) T do 
w(t) 


0 log r , 0 log ‘| 
ate 2 s : S 
0 | (wis, nt) DE + v(Z, v, t) dr und 


ES |: (E r du : Ü log rdv d 0 log r d log 1 = jd log 1 484 


0E dn’ dn dn So dn. WE dn dy dn 
C(t) 
gus " 
to ji | (u cos nx +» eos ny) log rd S. 
OL 
Bes Cw 
On a ici: 
d Ü 5 Ü 
— COS na + cos mi . 
dn 08 YG n 


Note. 


La formule de Green dans la théorie d'un fluide idéal. 


Posons daus les équations du mouvement d'un fluide idéal: 


p + € (uy? + w?) — q 


2 


et négligeons les termes o(wv — vw) ete. Nous aurons: 





du 20g. dv ag Jw dq 
Lot =X 0x’ Cor dy? ? ot mcm 
(2 
du Hi 00 dw | 7) 
dx dy 0200 % J 


Si l'on suppose que les dérivées secondes de u, v, w, q et les dérivées pre- 
miéres de X, Y, Z existent et soient continues on peut déduire de ces formules: 

OX 10 YNZ 
A9= + 
0% dy Jz 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 5 juillet 1910 36 
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En appliquant à cette équation la formule de GREEN, on obtient la valeur 
de q dans un point quelconque, intérieur à une surface S, exprimée par les 
OX Oy OZ 


valeurs de 3k +, dans l'intérieur de S et par les valeurs de q et 
02 


sur 
Ox dy : 


dq 
dn 
la surface S, ou, ce qui revient au méme, par les valeurs de X, Y, Z dans l'in- 
du dv dw 
ot’ dt? Ot 


venir à un résultat équivalent sans aucune hypothése sur les dérivées secondes 


terieur de S et par q, sur S. Nous allons voir que l'on peut par- 


de u, v, w, q ou sur les dérivées premières de X, Y, Z. Seulement, nous sup- 
poserons que X, Y, Z, uw, v, w, q et les dérivées de ces fonctions qui figurent 


dans les équations 27 soient continues. 


Posons: 
i 
Ree donee 
(to — t)? 
med APA P Oe [x Gs a! 2 igh amen: 
u(r) = eh) vir) dy Ar] ww "Uz Ar] ? gu) TORO 


Ces fonctions satisfont au systeme: 


dul(r') dq'(r) vr) g(r’) 
E T TEX OT e LOTO p dy 
) vay} ) T ) J à ) Wr zh ) y! ^] 
N w (a line), du'(r) , dv'(r) jn Ug d 
S Ut Jz dx dy 02 


Nous avons done, w(t), c(l), S(t) ayant les mêmes significations que dans 
le premier chapitre: 


J 


0 | [ww 7) + ve) + and — e [Tau ) dead — 


or (Lo) er (0) 
ty HT 
— 0 | dt [2 (1) 4- JundsS + ja [we + Yv (i) + Zw (r')Jdw + 
Q S(t) 0 œyr(t) 
rS 
+ ja [tere cos nv ++ -)g — (u eos mx 4 ::-)9'(7)]4 S + 
ó Si) 
fo 


4 fu [(w!(2") eos na +---)¢—(u eos nw + Jg’ (7)]48. 


I r=r' 


Sur les formules de Green généralisées qui se présentent dans Phydrodynamique. 283 


Or on a: 


Im u (r') + vv (r') + ww (7') ado = o, 
Dr (to) 
lim e Le wu (i) + vv'(r') + ww (7)]zod e» = 0, 


r'—0 
Oy! (0) 


to 
lim — ef [uw (7) +: uud S = 
rep [rm . 
0 S(t) 
ty 
à i. Ale J J J 
lim — o | Gdt {lu (.] + v ‘ 5) + w i à Un AS = 
VOU NR dx \r dy \r d2 \r 
6 S(t) 
j | a 
T. ek Ü = ( 1) mue 
= i : - (=) lud S Gdt— 
0 | Ee ] + or . + Wa, (pets lim | a dl 
S(to) to—e 
() J J 
— 9 u : ( ae E ee + w ‘ ‘| 4d S, 
? dx \r dy \r dz\r 
S'(to) 
to ) ) 
Sp h ey a M. ) 
lim fan jprwen + Ye + ze eo [17 (C) +g, C) 276) |e 
0 Oy ) co) 
He x p 
= af = ; d [Gum db ip S 
dep [di] [u'(r') cos nv + ---JqdS Im (;) ds, 
0 S(t) S (to) 
to E 
lim — ka) (u cos nz + ---)q'(r')a S = 
r=) 
0 S(t) 


to 


: OIN i ds 
lim — o (u cos nx + v cos ny + w cos nz) — dt = 
r’=0 Y ot » 7; 

0 — Sq) 


Ud to 7 
7d TEM Y fs 1 1 
Na eS ds Ü ds 
atin [2 "ku cos (ith de og) Sa Île | (u cos a SES 
EE T T A) dt, E 
S (0) 6 SE) 
[ 
I 
um) 
(to) 


| dS 
(u cos nx + v cos ny + w cos nz) ; 
1 à 
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to 
lim j^ jte cos nv + v'(r') cos ny + w'(r) cos nz]gdS = — 4 x g(a, yo, 2o. To); 
r a PE 
io 
lim E ja | (u cos nz + ---)q'(r')dS — o. 
ios P ae 
ORAE 


Nous avons donc, en changeant un peu les notations: 


(" ; } i ; J . : ) 
angi nn | [x s Ogle) + Y€ nno; E] 26 n 603: [do 


? AE) C 
a(t) 
à Ü E 0 [x Ó [1 gu y : 
— Us + v Ww UndS + | Jd S 
i Il VE E : dy, (] : ac ] E [aan A 
S SE) 
Ü Í S 
+0 dt | (u cos na + v cos my + w cos nz)*— - 
= os S(t) 
On a ici: "T 
r= V(a—&)? + y—n)?+(@—{$)%, 
d Ü 3 d E Ü 
= COS nx —— + COS nı - COM, 
dn VE Yi 7 0c"? 


do — d£ dndé. 


n désigne la normale intérieure. Dans les intégrales de surface, 5, », 5 sont les 


coordonnées d'un point de la surface S(t). 
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ÜBER PFAFFSCHE AGGREGATE. 
Von 
E. NETTO 


in GIESSEN. 


Am Schlusse einer Arbeit »über orthogonale Substitutionen» habe ich eine 
Bemerkung KnoNECKER's mitgeteilt (Acta mathematica 9, S. 299) dahingehend, dass 
noch kein Beweis dafür erbracht sei, dass jede orthogonale Determinante durch 
die CavrEv'sche Bildungsvorschrift erreichbar ist. Ändere man z. D. in einer, 
nach dem CavLEv'sehen Verfahren hergestellten orthogonalen Determinante PB die 
Vorzeichen der Elemente einer graden Anzahl von Zeilen, so erhalte man eine 
neue orthogonale Determinante B', die sich nicht nach der Cavrrv'schen Dar- 
stellungs-Vorschrift bilden lasse. 

Die Kronecker’sche allgemeine Bemerkung gilt noch heute; das angeführte 
Beispiel ist dagegen nicht stichhaltig. In der Tat werde ich im Folgenden eine 
Methode entwickeln, durch die auch B' nach Cayrey’s Vorschrift dargestellt 
werden kann. Diese Methode stützt sich auf die Eigenschaften der Prarr'schen 
Aggregate, d. h. der Quadratwurzeln aus schief-symmetrischen Determinanten, 
die bisher nicht beachtet zu sein scheinen. Natürlich reicht es aus, die Zeichen- 
änderungen in zwei Zeilen von B vorzunehmen, und zwar können dabei die beiden 
ersten Zeilen von B benutzt werden. Die folgende Untersuchung behandelt und 
erledigt also die Frage: aus einer schiefen Determinante A ist nach der CAYLEY- 
schen Methode eine orthogonale Determinante B hergeleitet worden; welche 
Determinante A' muss an die Stelle von A treten, damit die aus ihr nach der 
gleichen Methode hergestellte orthogonale Determinante B' aus B durch Änderung 
der Vorzeichen der Elemente der beiden ersten Zeilen von B hervorgeht? 


Zwischen den a? Grössen aj; (i,k — 1,2,3,...) sollen die Beziehungen 
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(1) AE Ur o (t ) 


Ay nu 
stattfinden, wobei w eine willkürliche Grösse bedeutet. Die Determinante 
| eis] 


ist eine schiefe; für « — o ins besondere eine schief-symmetrische,; also für « — o 
und ein ungrades » gleich Null, für w—o und ein grades » gleich einem Qua- 
drate. Mit der zweiten Wurzel aus einem solchen Quadrate, die wir nach passender 
Bestimmung des Vorzeichens als Pfaffsches Aggregat bezeichnen, wollen wir uns 
eingehender beschäftigen. 


Wir setzen n — 2m und schreiben das Pfaffsche Aggregat m!” Ordnung 


— 
D 
— 


(152, 354. a 2m — 152m»): 
Für seine Bildung setzen wir folgendes fest. Das Glied 
(3) + Ay. sa - - - 02 m—1,2m; 


das wir als Hauptglied bezeichnen, dient zur Ableitung der weiteren Glieder: Man 





hält im Hauptgliede die ersten (2m — 3) Indizes fest und verschiebt die letzten 


drei zweimal zyklisch. Die Resultate 
(15... dam—3,2m—1 42m, 2m—25 Ayo + +» A2m—3,2m 02 m—2, 2 m—1 


gehören, mit dem Pluszeichen verseben, zu den Gliedern von (2). In jedem der 
jetzt vorhandenen drei Glieder hält man die ersten (2m — 5) Indizes fest und ver- 
schiebt die letzten fünf je viermal zyklisch, so erhält man r2 neue Glieder von (2). 
In jedem der nun vorhandenen 15 hält man die ersten (2m — 7) Indizes fest und 
verschiebt die letzten 7 je sechsmal zyklisch u. s. w. bis endlich nur der erste 
Index fest bleibt und die folgenden (2m — 1) zyklisch verschoben werden. So 
erhält man die 3.5.7...(2m—r1) Glieder von (2); alle sind unter einander ver- 
schieden. In jedem dieser Summanden tritt jeder der 2m Indizes einmal und nur 
einmal auf. Jeder dieser Summanden kann durch Umstellung der Faktoren aj; 
in mannigfaltige Formen gebracht werden, nämlich in m! Ausserdem kann jedes 
eintretende aj, durch (—a,;) ersetzt werden; das gibt für die m Faktoren 2" 
Formen; zusammen also m!2”. Wie es sein muss ist 
(m! 27) (2.5.7 »2 mr) (em) 


Ist umgekehrt ein Produkt gegeben aus m Faktoren ajx 


(58.029. 5 Guns 
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in dem die Indizes «, 9,7y,... 4, v eine Permutation von 1,2,3,...,2m sind, so 
kommt dies mit richtigem Vorzeichen versehene Produkt in (2) vor. Das Vorzeichen 
wird durch 

(— rief 1505 sis kun] 


bestimmt, wobei [c, 9, y, 0, ..., u, v] die Anzahl der Inversionen angibt, die in der 
Anordnung «, 3,y,...,” auftreten. Das erkennt man, wenn man bedenkt, dass 
eine Zirkularverschiebung einer ungraden Anzahl von Elementen die Anzabl der 
Inversionen um eine grade Zahl ändert; dass für Umstellungen der a das Gleiche 
gilt, da dureh eine Transposition der a zwei Transpositionen der Indizes hervor- 
gerufen werden; endlich, dass die Verwandlung von aj, in (— a;;) die Anzahl der 
Inversionen um eine ungrade Anzahl ändert. 

Nimmt man unter den Elementen der Klammer (2) eine 'Transposition vor, 


dann geht der Wert in den entgegengesetzt gleichen über 
(4) (Gene were OE) e (TO 2. hw. p ros 2). 


Dies zeigt, dass jede grade Substitution der Indizes (2) in sich selbst, jede un- 
grade in den entgegengesetzt gleichen Wert umwandelt. (2) ist also eine alter- 
nierende Funktion. 

Für (2) ist die Reduktionsformel 


(és Am) 3odis sen 2115) 0,5 (4555 «2m, 2) + a;,,(5,...2m,2,3) 


+... + 01,9m (2, 3, -.., 2m — 1) 


bekannt; wir fügen die folgenden dazu 


E 
X599» 99s HS m— I 
In iB a *9 ( za ta a9) (too ss om) \.2,3....2m), 
(6) (z) p E 0—2 - 
Qt X Xs eee X 4205 M041 X202 X « X Hm), 
wo die Summe auf alle Systeme der z,—2,3.4,...2m erstreckt wird, die den 


Ungleichheitsbedingungen der letzten Zeile von (6) genügen. 
Das Prarr'sche Aggregat (2) vereinfacht sich, wenn Gleichheiten unter den 
Elementen eintreten, die sich durch Gleichheiten unter den Indizes charakterisieren. 


So wird 
(1,2, 354) = d,» dus À 0,5 0,5 + Ars 055, 


(77,354) = Ay, G4, + (is Gy, + Gus Mis) —0,,0,, + a4. (04, +a,)= OG, Ass; 
(He 8..3,4: 5,0) 0,1 654,560), 
CRD — 0135146546578) 


und allgemein 
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(15 15:3, 45 0s em) at Ban. 2m), 


(7) (,1:353:5. 72m) 0, de (55169 4M 27). 


Ww 


Werden in (2) das 7 und das k/ Element einander gleich, dann ist der Wert des 


Aggregates 
(—zyt**—!(r,2,...9—429,9-H Ij-.-E— 1,8 + x, . 5 200) (055 
Für das Folgende wollen wir der Analogie halber 
dix =(tK) 


setzen. Dann wird die schiefe n-reihige Determinante nach Potenzen von w ent- 
wickelt 

(8) A —|aix| = w* + u^ —-? X (ik)? + u^ - * X (iklm}) + o —9 S (iklmno)’ + ---, 
wobei die Summen sich auf alle wohlgeordneten Kombinationen zweiter, vierter, 


sechster,... Klasse der Elemente r,2,3,...»-— 1,7 beziehen. Diese Formel ist 
bekannt und leicht abzuleiten. Bedeutet 4;; die Adjunkte von aj; in A, so folgt 


Agn = w" —? (gh) — cw" —3 X (gi) (hi) + w"—* X (ik) (ghik) 


(9) — q^ —^ X (gikl) (hi kl) + w" 6 X (iklm)(ghiklm) (g# h) 

“9 
wobei die Summen sich auf i, b, /, m, ... beziehen, die als wohlgeordnete Kombina- 
tionen erster, zweiter, dritter, vierter,... Klasse der Wertereihe 


I;2,3,-.9— I, + Ly... Nena 


entnommen sind. Der Beweis der Formel (9) ist mit Schwierigkeiten verbunden. 
Die Ergänzung von (9) durch die Entwickelung von 4,, ist einfach, da A,, wie 
A eine schiefe Determinante ist. 

Wir machen nun folgende Substitution: An die Stelle jedes aj, setzen wir 


_(zztik) 


(e 


(10) 


T 
M. (a), Qik + ii Ake + 014 Ai) 
L 


und bezeichnen dies durch 
(1r) S (ik); 


und eben so bedeute das, einer Funktion der a vorgesetzte S, dass in dieser Funk- 





tion jedes 4,3 durch S(«) zu ersetzen ist. Dabei wird i = k = 2 ausgeschlossen; 


die Bedeutung von S (22) soll sofort festgesetzt werden. Man hat nach (10) 
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a I 
S (61) = — = (a, aii + Gi Gig + Gi oi). 
(7) 


Ist i# 2, dann zerstören sich die beiden letzten Summanden der Klammer wegen 
(1), und man hat wegen des zweiten Teils von (1) 


(12) S (v) —S (it) = —a,, = — (12). 


Wir lassen (12) auch für à 
Weiter wird 


- 2 gelten, trotzdem dabei as + a»; nicht Null ist. 


, I : 
SEA) — y imi + Qi die + d1;04,) = — Gi = a2; (#1) 
LU 
(13) 3 
S (22) = — o Mni 2i + 04,2 + did.) = — Ai (2 ¥ 2). 


Wendet man S auf (ik/m) an, so findet man 


(14) S (i klm) — "(12iklm) 


(e 


und daraus mit Hülfe von (7) 


S(rklm) = as (121klm) = — €? („kIm), 
u” (uv 
(15) S(2klm) = ze (122klm) = + um (rkim), 
S(r2lm) = — 4, dim. 


In der gleichen Weise ergibt sich 











e as , 
S(iklmno) —— » (r2iklmno), 
y 
T s 
S(rklmno) =+ —? (2klmno), 
(J^ 
S di, 
(zklmno) = — oi (rklmno), 
x u“ 
a: 
S(r2lmno) = m (Immo), 
L 
(16) 
EE : Che IE : 
Si, (PP . lom) = (— 1r)" = um (121, la... tom); 
(e 
Fat Uhre, Eee I 
STR... Nam) = (= rye mca (2 tats 72m); 
= 
S (2 i. 2:46 ) = (— 1)" a (ri i qu ) 
= ey... ^2m wml 2*3: *2m] 5 
: : : e AP : 
IS( E223. 9m) — |) ae om cs s da Tom). 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 11 août 1910. 37 
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Es verdient bemerkt zu werden, dass die Substitution S von der Ordnung 4 ist; 
in der Tat hat man 

S? ik = S (S Aik) = — Qik 

St Qik == ik. 


Diese Formeln setzen uns in den Stand, die Einwirkung der Substitution S 
auf die schiefe Determinante A und auf die Adjunkten 4x ihrer Elemente aj. 
zu bestimmen. Dabei reicht es aus, den Verlauf der Rechnung an einigen Bei- 
spielen zu zeigen. Es sei n —6, dann wird 


S(A) =S[w® + wt ((12)? + (13? + (x4)? + --- + (23)? + (24) +--+ + (34 + +: + (56)?) 
+ o*((r2:3 4)? + (1345) 44 (2345) +=: (3456)?) + 17234506) 
= (21)* + (21)! (o (23) (24) ++ Gate (rg) a 4 22590) 


2 
(^ (0^ 


4: (23) (ort " Be ea, nen 123450) N 
r2) sae 
u” 
_ (&9y*. 
xi. 


und ähnlich 
S(A,,) = S [w* (12) — o? ((13) (23) ++ (16) (26)) + w((34) (1234) + --- + (56) (225 6)) 


— w((1345) (2345) + --- (1456) (2456)) + (3456) (123456)] 
= (21)*e — (21)* (— (23) (13) — *--— (26) (16)) + 





+ (07 (P239 (12) 64 +--+ C559 (12) (56) 

— (2x) (—"2F 63436343 (2456)(1456) gem (123450) (3456) 
-- (Ey 
w 129 


S(4A,,) = S[w* (34) — w ((32) (41) + (32) (42) + (35) (45) + (36) (46)) 
+ w*((12)(3412)+(15) (3415) +(16)(3416) + (25)(3425) +(26) (3426) + (56)(3456)) 
— w((3125)(4125)+(3126)(4126)+(3156)(4156)+(3256)(4256)) 
+ (1256) (341256)] 


= + — (21)? ((23) (24) + (13) (14) + 2 


2 


(1235)(1245) , (1236) (1 240) 


x (9 ( 
Bu [-e62G0 = (72) (25) (2345) — 02306) (2346) — 
B m (15) (1345) — 2) (16) (1346) — "2 (1256)(123436)] 
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— (21) ((x2)? (35) (45) + (22)* 6) (46) + Mg (2350) (2456) 4 
+ 2 (2356) (1456) CT (56) (3456) 
E (21) 3 
n | () | Im 


Allgemein erhält man bei einer n-reihigen schiefen Determinante A 


Ska), Ta 


() 
SA An, W=1,2; k=1,2,3,...n; i K) 
(2) ns é : 
(17) 8 (4a) = + (77) Aix, (Ae nds qb o asses eee trek) 
2 n—3 
8 (Ai) = (2) l: À — 4a ((— 1,2) 
oo (42 
> n—3 
8 (Ai) = (22 Aii, (ge 455 S. m). 


Mit Hülfe von A stellt CavrEv die orthogonale Determinante des Wertes + 1 her 


Bis (an. = 1,25 40); 





wobei 
20 Aj " 
DESEE (6; &—1,2;...m; $ »* k), 
20 Aji : 
DES =“ (Ve DE 


Bilden wir nun 
S (B) =|8 (bi) | = |b'ix]; 


so finden wir vermittels der Formeln (17) 

















by —2 us = «24 (5. E = + bi, (+füri=3,4,...n; —füri—r,2); 
b'ii — ET I 2a, |= a): (Surg 1,2) 

= = bis; 
u — EP — 20) (esl Son — ln (HUE 295745 9115). 


Man hat also 
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S(B)— b, —0,,...— Bin 
= b» = bz Ses bon 


BEN be LAS 


b, bre ... Onn 


d. h. S wandelt in B nur die Vorzeichen der Elemente in den beiden ersten Zeilen 
in die entgegengesetzen um. Damit ist der in der Einleitung behauptete Satz 


bewiesen. — 


Wir kónnen unsere Bezeichnungen nach der Richtung hin erweitern, dass 


wir die Substitution, die jedes aj; in 


Gag Qik + Gai Ara + Aak Api 
(42 


(18) = 

umwandelt, mit 

(19) Sap (aix) 

bezeichnen, so dass unsere bisher benutzte Substitution (10), (1r) 
S (aix) = 81,2 (aix) 

zu setzen ist. Man findet dann als Kompositions-Resultat 


gd. Aik + dai dao + Aix Qoi 





S34 (81,9 Aix) — S34 
(e 
LT [G0 dada uit Gadgets Gant Gao 
A>, — (0 —w j —w —w —w —w 
(20) : ' 
1 [a,(1234ik) 
An, «° 
(12341k : . 
pL 34 ) = $12 (S3,4 ai). 
L 


Setzt man zwei von den Indizes der S einander gleich, so entsteht nach (7) 


= 4 I223ik Cou 
(21) S81» (99,3 ix) = 3 = N a Er. 
(0^ [12] 


Vergleicht man (20) mit (14), so ergibt sich 


Ss Gil) 


Sis (83,4 Giz) = "E 


und ähnliche Beziehungen folgen für die weiteren Kompositionen mehrerer S;;. 


Giessen, Januar 1910. 


OO f C oe — 


SUR LE PRINCIPE DE DIRICHLET. 


PAR 
8. ZAREMBA 


à Cracovir. 


I. Introduction. 


N° 1. Je me propose de développer dans ce mémoire les idées esquissées 
dans la communication que j'ai faite au IV* Congrés des mathématiciens, tenu à 
Rome du 6—11 Avril, 1908. 

La méthode que je vais exposer s'applique aussi aisément à l'espace qu'au plan, 
de sorte que c'est seulement pour fixer les idées que je me bornerai au cas du 
plan.! 

N? 2. Considerons dans le plan un systeme de coordonnées rectangulaires 
(x,y) ainsi qu'un domaine (D), d'un seul tenant, ne s'étendant pas à l'infini et 
que je supposerai étre quarrable. Envisageons en outre, d'une part une fonction 
continue 6, définie sur la frontière (S) du domaine (D), et d'autre part l'ensemble 
(E) de toutes les fonctions f jouissant des propriétés suivantes: 

1° Chacune des fonctions f est continue à l'intérieur du domaine (D) ainsi 
que sur la frontiére (S) de ce domaine. 

2° Les valeurs périphériques de chacune des fonctions f coincident avec les 
valeurs de la fonction oc. 


of ót 0f 


) sont continues sans 
dx dy 


3° A l’intérieur du domaine (D), les dérivées 


avoir nécessairement des valeurs périphériques déterminées. I] peut arriver que, 
pour aucune des fonctions f, l'intégrale 


A f GE) + (iy) pto (1) 


(D) 


! Voir la note à la fin du mémoire. 
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ne preune une valeur finie. C'est ce que M. HADAMARD! a montré sur un exemple 
trés simple. 

Nous admettrons que la fonction o vérifie les conditions voulues pour que 
la circonstance précédente ne se présente pas. Les valeurs de l'intégrale À (f) 
admettront alors une borne inférieure /, parfaitement déterminée. 

Cela posé voici le Principe de Dirichlet tel que le comprenait RrEMANN: il 
existera dans l'ensemble (Z) une fonction u vérifiant l'équation 


A (u) = I. (2) 


C'est, on le sait, de là que RIEMANN concluait la possibilité du Probleme de 
Dirichlet. 

A la suite de la critique bien connue de WEIERSTRASS, les recherches relatives 
à l'existence de la solution du Probléme de Dirichlet restérent pendant longtemps 
indépendantes du fait de l'existence du nombre J. Ce n'est qu'en 1897 que M. 
CESARE ARZELA® a prévu avec une remarquable netteté le parti qu'il est possible 
de tirer de ce fait? et c'est seulement quelques années plus tard que M. HıLBErT* 
a réussi, dans certains ces particuliers à triompher de toutes les difficultés de la 
question. 

Ou a obtenu depuis, dans la méme voie, des résultats d'une remarquable 
généralité.^ En reprenant à mon tour la question, je me propose d'indiquer une 
méthode nouvelle qui permettra de retrouver ces résultats d'une facon trés simple, 


sans rien faire perdre d'essentiel à leur généralité. 


! Hapamarp. Sur le Probleme de Dirichlet (Bulletin de la Société mathématique de France, 
1906 p. 135). 

? C. AnzELÀ. Sul Principio di Dirichlet. (Nota letta alla R. Accademia delle Sienze dell'In- 
stituto di Bologna nell'Adunza del 24 Gennaio 1897). 

3 A la vérité M. H. Weser a tenté, des 1869, (Note zu Riemanns Beweis des Dirichletschen 
Prineips, Journal de Borchardt, t. 71) de compléter le raisonnement de Riemann, mais les con- 
sidérations développées dans ce travail, écrit avant la publication de la critique de Weierstrass, 
sont sujettes à de sérieuses objections. 

* A) Ueber das Dirichletsche Princip (Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung 1900) 

B) Ueber das Dirichletsche Princip (Festschrift zur Feier des 150-jährigen Bestehens der 
Kel. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 1901). 

* Voir en particulier, dans les Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, les travaux 
suivants: 

A) Berro Levi, Sul Principio di Dirichlet (1906). 

B) Fusisı, Il Principio di minimo i teoremi di esistenza per i problemi al contorno rela- 
tivi alle equazioni alle derivate parziale di ordini pari (1901). 

C) Lerescur, Sur le principe de Dirichlet (1907). 
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II. Le Probleme de Dirichlet transforme. 
Ne 3. Posons d'une facon générale: 


à = x JoPeoQ IP IQ| 1 
BPO) = i |?x 0x d dy dy TREU 12) 
X) 


et désignons par y une fonction donnée, quelconque à cela prés que l'intégrale 
A (q) — B(q,q) ait une valeur finie et bien déterminée: la fonction y pourra done 
ne pas avoir de dérivées du premier ordre en certains points intérieurs au domaine 
(D), elle pourra méme admettre elle-méme des lignes de discontinuité. Cela posé, 
proposons-nous de déterminer une fonction v, harmonique à l'intérieur du domaine 
(D), telle que l'intégrale A (v) soit finie et telle en outre que, pour toute fonction 
h, harmonique à l’intérieur du domaine (D), l'on ait 


B (q, h) — B (v, A), ( 


t 
— 


pourvu que l'intégrale A (A) ne soit pas dépourvue de signification. 

J'appellerai ce probléme, Probléme de Dirichlet transformé, ou méme sim- 
plement, Probléme transformé. 

On verra, à la fin de ce chapitre, que le probléme précédent, tel que nous 
l'avons posé, est toujours possible, mais, dés maintenant, il est aisé de montrer 
que la solution, quand elle existe, est déterminée à une constante additive prés. 
En effet, lorsqu'une fonction harmonique v, est une solution du Probléme, la 
fonction: 

v, + Const. 


en est évidemment une autre. D'autre part si chacune des fonctions v' et v" est 
une solution du probléme considéré, on aura: 


B (v , À) — B(qg,h), 


dow: 
I 
B (v' — v", h) — o, 
pourvu que l'intégrale A (A) ne soit pas infinie. 
Posons, comme il est permis, 


h=v'—v", 
il viendra: 





B (v' — v", v — v") = A (v'— o") — o, 
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dot: 
v' — v" = Const. 
Le théoréme est done établi. 
Ne 4. Envisageons le cas particulier oü la frontiére du domaine (D) se ré- 
duit à un cercle (C) de centre O et de rayon r. Le point O étant pris pour 


pole d'un système de coordonnées polaires (0, ©), posons: 


) À 
X == 2 E (‘ cosk@ 
Vi aw M 


I j| * (3) 
Ir —— (‘ sin ko, 
View \ 
ainsi que: 
E = B 5 X, 
Je (p, An) (= 12,3. 2000) (4) 


|. = B (D, Mr): 


Je dis que la solution générale du Problème transformé sera donnée par la for- 


mule suivante: 


oo 
v=a, + > (ax Xx + by Y), (5) 
k=1 


où a, représente une constante arbitraire. 
Pour le démontrer, posons: 


Un = Ay + N (ax X, 2r by Y;). 
k=1 


En se reportant aux formules (3) et (4) on s’assurera aisément que l'on a: 


A (p — v9) = A (9) — 2 (at + 01). 


kel 
Dono la série 
oo 
> (ai, + 04) 
k=1 


est convergente. Cela prouve, on le vérifiera avec quelque attention, que la for- 
mule (5) définit une fonction harmonique à l'intérieur du domaine limité par le 


cercle (C) et que l'on a: 
oo 


A (v) = (ai + bi). (6) 


k=1 


L'intégrale A(v) a done une valeur finie. 
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Observons maintenant ceci: pour toute fonction h, harmonique à l'intérieur 


du cercle (C), nous avons le développement en série suivant: 
(7) h = (tg Ar md (ar Xx SE Pk Vera) 


en désignant par les « et ff des coefficients constants. Supposons que l'intégrale 
A(h) ait un sens. Nous aurons: 
o» 
(8) A (h) = 9 (ok + Bi), 
kel 
la série du second membre étant covergente. Les formules (7) et (4) donnent 


aisément: 
D 


B(p,h) — » (ax ex + bx Pr), 
il 


en tenant compte de la convergence de la serie (8). 
D’autre part il resulte des formules (5) et (7) ainsi que de la convergence 


des series (6) et (8) que l’on a: 


Bos Rh) = > (ar ex + br Pr). 


oo 
' 
k=1 


On a done: 
Bip, h) — B (v,h) 


pourvu que l'intégrale A (A) ait un sens. Il est donc prouvé que la formule (5) 
fait connaitre une solution du Probléme transformé pour le cercle et, en se repor- 
tant au numéro précédent, on s'assure de suite que la solution trouvée est bien 
la solution générale du Probléme. 

N° 5. Passons au cas où le domaine (D) pourrait être défini comme l'en- 
semble des points dont chaeun appartient à l'un au moins de deux domaines 
(D,) et (D,) ayant des points intérieurs communs et tels que, pour chacun d'eux, 
on sache résoudre le Probléme transformé. 

Dans ce cas, un procédé alterné permettra de résoudre le Probléme pour le 
domaine (D) lui-méme. 

Pour établir ce point, désignons, comme précédemment, par ~ la fonction 
donnée et formons une suite infinie dont le premier terme «y, représente la fonc- 
tion définie par l'équation 

Po — P; 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 10 août 1910 3s 
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le terme général q»; 4 ,, où « désigne l'un des nombres 1 ou 2, étant une fonction 
se déduisant de la fonction ÿ>744-1 de la façon suivante: à l'intérieur du do- 
maine (24), la fonction q»;,, est égale à une solution du Probléme transformé 
pour ce domaine et par rapport à la fonction q»; + «—1; dans le reste du domaine 
(D) on a 


(/ 2k ca — 2k a—1- 


D'après cela, la fonction q»;4 , ne sera définie, dans la partie (D,) du do- 
maine (D) qu'à une constante additive prés, mais il n'y a pas lieu de lever cette 
indétermination, parce que les dérivées 


Ó Par + a et Ü P2k+a 
dx dy 


interviendront seules dans les considérations qui vont suivre. 
A l'intérieur du domaine (D,), la lettre « représentant toujours l'un des 
nombres r ou 2, la fonction Ys: +. est une fonction harmonique et l'intégrale 


‘| Opet+ ‘\". À Pat + a pes 
| | | WE e | 27 } dev 


a une valeur finie, pour toute valeur entière et non négative de ¢. Cela étant, 


x 


(Da) 


il suffira de se reporter à la définition de la fonction q»;,, pour reconnaître 
que l’on a: 


(fee: +a d P2t+a di J P2 à + «a d fot + al d 


| ox Ox dy dy | x dy — 


woe 


2n M scr ns 4 Ü (2k a —1 0 Pat + al dx dy. 


Ox Ox dy dy | 
(Da) 


Or, à l'intérieur du domaine (D — D,), on a 


Po % + a — Pak+a—1- 


Done l'égalité (9) ne cesserait pas d’être vérifiée si les intégrations, au lieu d’être 
bornées au domaine (D,), étaient étendues à tout le domaine (D). Par conséquent 
nous arrivons au résultat suivant: on a 


(10) hb (Pas Pm) = B (Pr; fm —1); 
pourvu que les entiers positifs n et m vérifient la congruence 


m=n (mod. 2), 


ou, ce qui revient au méme, pourvu que la somme m + n soit paire. 
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Lorsque le nombre m est supérieur à l'unité, rien n'empéche de changer, 
dans la relation (10), n en m — 1 et m en n +1. En tenant compte de la rela- 


tion ainsi obtenue, on trouve 
b (Pn> (fm) = B (Pn + 15 fm — 1). 


Il est aisé d'en conclure ceci: lorsque chacun des entiers p et q est supérieur 


à zéro et lorsque leur somme est paire, l'intégrale 
(11) B (fp, Pa) 


ne dépend que de la somme p + q. 

En se reportant de nouveau à la relation (10), on conclura aisément de là 
que lintegrale (rr) jouit de la méme propriété encore dans le cas où le somme 
p+q est impaire et cela, sans que la valeur zéro pour l'un des entiers p et q 
soit alors à exclure. Il résulte de ces propriétés de l'intégrale (11) que l'on peut 
poser: 

Ty 4 — B (qp, Pa) 


La relation (ro) pourra alors s'écrire ainsi: 
(12) Jar = Tor (a a Da) 


Cette relation nous apprend que tous les 7, sont positifs et, moyennant l'in- 
égalité de M. ScnwaRz, elle donne: 


I55 € Doy Ij —2, 
d'oü: 
dovesse ee o ME "1s 2h, B's ons, +) 


En se reportant de nouveau à l'équation (12), on déduit immédiatement de la 
relation précédente la conséquence suivante: la relation 


(13) > ORS EE 


subsiste pour toute valeur entière et positive de n. 
On a done: 


(14) lim J, — 7, 


= on 


en désignant par / un nombre non négatif parfaitément déterminé. 
N° 6. Nous avons: | 


A (Pr — Pa) = ls, — 2 ptat Tor. 
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Par conséquent: 


(15) lim A (fp — Pq) = 0, 
a 
g=w 


en vertu de l'équation (14). 


L'équation (15) entraine évidemment les suivantes: 


" (0p, Ip)? 
lim. "Pr __ Pal dx dy — 0 
peo OX 0 © | E 


a=" (Dy) 
It : 
un Js T Op» Ipal? 
| lim. | | im EE dx dy — o. 
E | da dx | 
queue (pn 


Or suivant que l'entier positif » sera impair ou pair, la fonction q, et par 
OPn 


conséquent aussi la fonction > Seront des fonctions régulièrement harmoniques 


à l’intérieur du domaine (D,) ou du domaine (D,). Done, en s'appuyant sur les 
théorèmes que j'ai établis aux $ 5 et 6 de mon mémoire Sur l'intégration de l'équa- 
tion biharmonique,! on peut énoncer les propositions suivantes: 

1? L'équation: 


. Offer 
(17) v, = lim P 1 
= oc OX 


» 
équivalente à l'équation: 
oo 
OUR IP, iy IK k+3_ Par +ıl 
u dx — dx dx | ( 


k=0 


définit une fonction v',, régulièrement harmonique à l'intérieur du domaine (D 
1 1 1 


et l'on a: 
: 3 Qo x 1M? 
(18) lim p,— fok | dx dy =o. 
k= o dx 
(D) 
2° L’equation: 
1 . du 2k 
(19) v, = lim Pa 
| LUE 


définit une fonction v7 régulièrement harmonique à l'intérieur du domaine (D,) 
et l'on a: 


+. PANT 
(20) lim | | I MER dx dy — 0. 


k= © Ox | 


(D) 
Les équations (16) permettent de déduire des équations (18) et (20) les équa- 
tions plus générales que voici: 


! Bulletin de l'Academie des Sciences de Cracovie. Janvier 1908. 
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pea Ü 
(21) 3 ; 
| lim. | Ci — "Pj da dy = o. 
| ^ 


Designons par (D,) le domaine commune aux domaines (D,) et (D,) et considerons 


l'identité suivante: 


T de do don \)2 
{| (v', — v; dx dy HU = N = ra} dxdy. 


(Do (Do) 


Les équations (2r) nous apprennent que le second membre de cette identité 
tend vers zéro lorsque l'entier p croît indéfiniment. D'ailleurs le premier membre 
de l'identité considérée ne dépend pas de p. On a done: 


| je — vi) dx dy =o. 


Cela prouve que l'on a: 
ud €. - ” 
= Vi 


x 


à l'intérieur du domaine (D,), commun aux domaines (D,) et (D,). On définira 
done une fonetion v, rigulierement harmonique à l'intérieur de tout le domaine 
(D) en spécifiant qu'elle est égale à v', à l'intérieur du domaine (D,) et à v; à 
l'intérieur du domaine (D,) Il est aisé de conclure de ce qui précède que la 


fonction harmonique v, est carartérisée par la propriété suivante: on a 


: Jo |? 
(22) uis {| Le) dx dy — 0. 


t 


(D) 


On établirait d'une facon analogue qu'il existe une fonction v,, et une 
seule, harmonique à l'intérieur du domanie (D) et telle que l'on ait: 


) = o0 
7 a 


(D) 


é 355 jq)? 
(23) lim. | P ae dxdy = 0. 


Ne 7. Assurons-nous maintenant que les équations 


dv 
— == mp 
Ox B 


(24) j 


dv 
dy poa 
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sont compatibles et définissent, évidemment à une constante additive pres, une 
fonetion » harmonique à l'intérieur de tout le domaine (D). 

On reconnaitra aisément, en s'appuyant sur les faits établis plus haut 
ainsi que sur les théorémes rappelés au numéro précédent que les fonctions v, et 
v, pourront être représentées, à l’intérieur du domaine (D), commun aux do- 


maines (D,) et (D,), par les séries suivantes 


I = Óq I 

1 À pi p 

urges d s — > 

! 0% ra | dx el 
pl 


t3 


) So ) 
00. ; NY [Opi — Up 
Ust By MN dy. 0 
OF Ü 1 1 
Hair y y 
et que, à l'intérieur de tout domaine intérieur au domaine (D,) ces séries seront 
uniformément convergentes. Il résulte alors des théorèmes classiques relatifs 
aux séries de fonctions harmoniques que, à l'intérieur du domaine (D,), on aura 


39 D a9 2 
Jv, Jv, Ip, \ [^ pl — 0* Pp | 


jy da 0x0, u) dad 0a ; 
dy du dady | dady vdy | 





Cela prouve que la fonction 
dv, dv, 
mE, 
dy dx 


régulièrement harmonique dans le domaine (D), est nulle dans la portion (D,) de 
ce domaine. Elle est done nulle dans tout le domaine (D). 

Par conséquent les équations (24) sont compatibles. 

Cela posé, on reeconnait immédiatement que la solution commune v de ces 
équations est régulièrement analvtique dans le voisinage de tout point intérieur 


au domaine (D) et que, à l’intérieur de ce domaine, elle satisfait à l'équation 


(25) Aw=c 
en désignant par /\ l'opérateur de Laplace et par c une constante. 
Reste à faire voir que la constante c est nulle. J’observe à cet effet que 


les équations (22), (23) et (24) donnent: 


(26) lim. A (v — $5) = 0. 


p=» 


Désignons par (T) le domaine limité par un cercle (C) situé en entier à l'intérieur 


du domaine (D,). On aura: 
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im. [fI — ont i o masas. 
(27) u [| | Ox dx | lo — OY [e dy ^ 


en vertu de l'équation (26). D'ailleurs les fonctions pp (p ^ 1) sont régulière- 
ment harmoniques à lintérieur du domaine (D,); on aura done, dans tout ce 
domaine, 

À (v —q5) = € 
en vertu de l'équation (25), et si, en placant l'origine des coordonnées au centre 
du cercle (c) et en désignant par r le rayon de ce cercle, on pose: 


9 — Pp = hp + tcla® + y?—7) 
on aura: 


IN hg — 0 


dans tout le domaine (D,). Cela étant on trouve aisément: 


SCOTIA E dv  0q,? era IUE QA? AE Ca TS 
| (' 70) fon eee nk ee away | | (52 + 2 een A ESSA 
| x dx dy | 0yl | : | ox dy! | : 8 
(in (A) 
d’où : 
€ — 0, 
à cause de l'équation (27). 
En résumé il existe une fonction v, définie à une constante additive prés, 
régulièrement harmonique à l'intérieur du domaine (D), vérifiant l'équation (26). 
N° 8. Je vais établir que la fonction v représente la solution du Probléme 
transformé. 
Désignons par h une fonction harmonique à l’intérieur du domaine (D), 
quelconque à cela prés que l'intégrale A (2) ait un sens. Il résulte immédiate- 


ment de la définition des fonctions y, que l'on aura: 
B (q,h) = B(qy,h) 


pour toute valeur entière et positive de p. L'égalité précédente peut s'éerire 
ainsi: 
B (q, h) — B (qy — v, h) + B (v, h). 
Or 
lim. B (gs — v, À) — o, 


p-o 
à cause de l'équation (26). Nous avons done: 
B(q,h) — D (v, h). 
Cela prouve que la fonetion v est bien une solution du Probléme transformé; elle 


en est d'ailleurs la solution générale, on le reconnait immédiatement en se 
reportant au théoréme du N° 3. 
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J'ajoute ceci: il résulte des équations (r4) et (26) que l'on a: 
(28) A (v) = I. 


N° 9. Considérons enfin le cas le plus général, où le domaine (D), ne satis- 
ferait qu'aux conditions d'étre borné et quarrable. 

Envisageons, comme dans la méthode de balayage, une suite infinie de 
cercles, 


(29) (C), (C2), (G3), one 


tous intérieurs au domaine (D) et tels que tout point intérieur au domaine (D) 
soit intérieur à l'un au moins des cercles précédents. 

Désignons par (D,„) le domaine formé par l'ensemble des points tels que 
chacun d'eux soit intérieur à l'un au moins des cercles: 


(€), (C2), ... (On): 


Le domaine (D,) pourra se composer d'un certain nombre de régions, soit (£2, 1), 
(Rno),... (Rn,%n), tells que deux d'entre elles n'aient jamais de points inté- 
rieurs communs et que chacune de ces régions constitue un domaine d'un seul 
tenant. 

Cela posé, continuons à désigner par y la fonction donnée dans le Probléme 
transformé et formons une suite infinie de fonctions dont la premiere w^, soit la 
fonction définie par l'équation 
(30) U^, 20; 


la fonction v, formant le terme de rang » + 1 de la suite considérée, dérivant 
de V, de la facon suivante: à l’intérieur de la région (A, ;), pour 2 — r, 2, 
3,... «s, la fonction w^ est égale à une solution du Probléme transformé pour 
cette région et par rapport à la fonction W,_1, dans tout le reste du domaine 
(D), on a: 

(31) Wn 25: Un: 


Il est évident que les résultats déjà établis dans les numéros précédents, assurent 
l'existence de tous les termes de la suite: 


(32) Wo, V, U^, NES 


Considérons une fonction w assujettie uniquement à vérifier les conditions sui- 
vantes: 

19 L'intégrale A (w) a un sens. 

2° La fonction w est régulièrement harmonique dans le voisinage de tout 
point intérieur au domaine (D,). 
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Il résulte immédiatement de la définition de la suite (32) que l'inégalité 
(33) k<n 


entraine l'égalité suivante: 
B (Uy, w) = B (Us, w). 


Done l'inégalité (33) entraîne aussi l'égalité suivante: 
(34) B (Wr, w) =B (Was w). 


Or la fonction v, elle-même vérifie les conditions imposées à la fonction w. Par 


conséquent l'inégalité (33) entraîne la relation suivante: 


(35) B (Ux, Vo 
en posant: 
(36) lin = B (Un, Un) = A (Wn) . 





Si, après avoir posé k—n—ı dans l'équation (35), on fait usage de l'inéga- 
lité de M. SCHWARZ, on trouve: 
the < dir; . 
On a done: 
(37) Tin tT. 
n=O 
en désignant par / un nombre parfaitement déterminé, positif ou nul. 
L'inégalité (33) étant vérifiée, on a 


A (Wn XE Wr) ES Pe, "ma T7; ae T = T —" T 


en vertu des relations (35) et (36). On en conclut, en tenant compte de (37), 


que l'on a: 
lim. A (u, — Wr) = o. 
(38) EN 


k-o 


N° ro. Désignons par (D?) le domaine formé par l'ensemble des points in- 
térieurs au domaine (D) et tels que la plus courte distance de chacun d'eux à la 
frontière de ce domaine soit supérieure ou égale à une longueur non nulle 0. 
Il serait aisé de démontrer qu'il est possible de faire correspondre à la longueur 


0, si petite qu'elle soit, un nombre entier et positif p, tel que, sous la condition 
(39) n>p 


tout point du domaine (D) ou de sa frontière soit intérieur au domaine (D,). 
Mais nous admettrons ce point sans développer la démonstration, parce qu'il 
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est manifestement possible de former la suite (29) de telle facon que l'existence 
du nombre p soit assurée à l'avance. 
Cela posé, je fais les remarques suivantes: 


1° L’équation (38) entraîne chacune des deux suivantes: 


3 "P (0 ur un) 
lim. || [OV _ Frl dox dy — 0 


Rao | dx dx | 
k = 0" ) 
et 
5 ^f (0w. à y? 
lim. | Jovis. e| da dy — 
n-moj. | dy dy | 
ko (Dp) 
2° Pour toute valeur de x vérifiant l'inégalité (39), la fonction v, et, par 
; ? ow ow : ; E © 
conséquent, les fonctions —-" et lu sont des fonctions régulièrement harmoniques 
1 dx dy X 


à l'intérieur du domaine (D,). 
On conclura de ces remarques, au moyen des théorèmes rappelés au N° 6, 


que les séries: 
oo 
ip DEEZER | 





Oz A) OX Ox 
| 2| 1 
se ^y, & [Auer DU 
dy wm | dy dy | 

k=p 


sont uniformément convergentes dans tout domaine intérieur au domaine (D,). 
qu'elles jouissent, par conséquent, de cette propriété dans les limites du domaine 
(D'9) et que les sommes de ces séries sont des fonctions régulièrement har- 
moniques à l'intérieur du domaine (D,). ll est aisé de voir que cela nous permet 


d'énoncer la proposition suivante: les équations 


x dw 
v, = lim. -— 
nee OG 
et 
{ ow 
v, = lim. Pn 
n-co dy 


définissent des fonctions v, et v, régulièrement harmoniques à l'intérieur du 
domaine (D) et, en tout point intérieur à ce domaine, on a 
ga dv, 


(41) dy dx 


En se reportant au $6 de mon mémoire cité au N? 6, on reconnaitra, avec 


un peu d'attention, que l'on a encore: 
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. 0 U, 2 Id, 9 
(42) Dim: | | I mr | t v. — ra | did =o. 


Il résulte de l'équation (4r) qu'il existe une fonction v, définie à l'intérieur 


du domanie (D) à une constante additive prés, vérifiant les equations 


dv dv 
— , 
Ox 


Ur. 


En vertu de l’équation (42), ou aura: 


lim. A (0— V,) = o. 


n=mn 


(43) 


Cela posé, un raisonnement analogue à celui que nous avons développé à la 
fin du N° 7 permettra de démontrer que la fonction v satisfait à l'équation de 
Laplace à l'intérieur du domaine (D). 

Je dis que la fonction v représente la solution du Probléme transformé 
pour le domaine (D) par rapport à la fontion q. En effet, nous avons vu que 
la relation (33) entraine la relation (34) pourvu que la fonction w soit harmo- 
nique à l'intérieur du domaine (D,) et que l'intégrale A(w) ait un sens. Done 
si l'on désigne par h une fonction harmonique à l’intérieur du domaine (D), 


quelconque à cela prés que l'intégrale A (A) ait un sens, on aura 


B (ui, h) = B(Wn, h) 


pour toutes les valeurs entiéres et non négatives des nombres k et n. Or, par 
définition 


Nous avons donc 
B (p, h) = B (Wn, h) 


pour toutes les valeurs entières et positives de.n. Cela étant il n'y a plus, pour 
achever la démonstration, qu'à reprendre le raisonnement du N°8. J'ajoute 
ceci: il est aisé de conclure de la relation (43) que l'on a: 


(44) A (v) —1 


oü / est le nombre défini par l'équation (37). 

En résumé nous avons fait comaitre un procédé théorique pour résoudre 
le Probléme transformé et, par cela méme nous avons établi la possibilité de ce 
Probléme, en nous bornant à admettre les hypothéses suivantes: 

1? Le domaine (D) est un domaine borné et quarrable. 
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2° La fonction y vérifie les conditions voulues pour que l'intégrale A (q) 
ait un sens. 
D'aprés cela le Probléme transformé, tel qu'il a été posé au N° 3, est, comme 


nous l'avions annoncé, toujours possible. 


Iii. Application au Probleme et au Principe de Dirichlet. 


N° rr. Dans tout ce chapitre nous allons admettre que, dans le Probléme 
transformé, la fonction donnée q, tout en vérifiant, bien entendu, les hypothèses 
du N? 5, jouisse encore des propriétés suivantes: 

1? Elle est continue dans tout le domaine (D) ainsi qu'en chaque point de 
la frontière. 

2° Les points intérieurs à tout domaine intérieur au domaine (D) et tels que, 
en chacun d'eux, l'une au moins des dérivées cesse d'exister ou d’être continue, 
sont disposés sur un nombre fini de lignes algébriques. 

N° 12, Commencons par l'étude du cas du cercle et examinons d'abord le 
cas trés particulier où la fonction p s’annulerait sur la circonférence. Eu égard 
aux hypothèses adoptées au sujet de Ja fonction y, on aura le droit de trans- 
former les formules (4) du chapitre précédent au moyen de l'intégration par partie. 

On trouvera de la sorte: 


(UR = ORG 10.) 
et la formule (5) nous donnera alors 


v — Q,. 


Done, lorsque la fonction y s'annule sur la circonférence, la fonction v, solu- 
tion du Probléme transformé se réduit à une constante arbitraire. 

Laissons maintenant à la fonction p sa généralité et désignons par u la 
fonetion, harmonique à l'intérieur du cercle, dont les valeurs périphériques coin- 
cident avec celles de la fonction %. 

Si, dans le Probléme transformé, on substitue à la fonction p la fonction 
y — u, la solution, d'après ce que nous venons de voir, se réduira à une constante. 


On aura done: 
B(p—u,h)=o 


pour toute fonction h, harmonique à l'intérieur du cercle considéré et telle que 
l'intégrale A(h) ait un sens. Or léquation précédente équivaut à la suivante: 


B (o, h) — Blu, h). 
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Cela prouve que la fonction « est une solution du Probléme transformé 
pour le cercle considéré et par rapport à la fonction q. 

Nous concluons de là, en nous appuyant sur le théorème du N° 5, le théo- 
réme suivant: 

Dans les conditions où nous nous sommes placés, la solution générale v du 


Probléme transformé est donnée par la formule suivante: 
v— 4% + Const. 


N° r3. Passons au cas général où l'on se borne à admettre que le domaine 
(D) vérifie les hypothèses du N° 2. Le théorème qui vient d'être établi nous 
apprend que la suite (32) du chapitre précédent pourra être formée de façon 
que chacune des fonctions v, soit continue dans tout le domaine (D) et sur la 
frontière. 

Cela posé, admettons que chacune des fonctions wv, jouisse de la propriété 
précédente et envisageons d'abord le cas où les valeurs périphériques de la fonction 


p se réduiraient à zéro. Je dis que la suite 
(x) U We PR 


sera alors convergente et aura zero pour limite. 

En effet, designons par & un nombre positif, non nul, arbitrairement petit. 
Il correspondra au nombre e une longueur, à, non nulle, telle que, en désignant 
par d Ja plus courte distance d'un point P du domaine (D) à la frontiere et par 


q (P) la valeur de la fonction y en P, l'inégalité 


(2) d «à 
entraine l'inégalité 
(3) Io (P) | & e. 


D'autre part (N° 10) il correspondra à la longueur à un nombre entier et 
positif p, tel que, sous la condition 


(4) n 2p 
l'inégalité (2) soit vérifiée pour tout point du domaine (D — D,). Or, à l'inté- 
rieur de ce domaine et sur la frontiére, on a 

Wn = (f, 


tandis que dans le reste du domaine (D) la fonction wv, vérifie l'équation de 
Laplace. Par conséquent, à cause de la continuité de la fonction v*,, l'inégalité 


(4) entraînera l’inegalite: 
| Wn | «€ 
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pour tout le domaine (D). Done, lorsque les valeurs périphériques de la fonction 
q se réduisent à zéro, la suite (1) aura bien zéro pour limite. 
Il résulte immédiatement de ce qui précéde que, dans les conditions con- 
OV» du 
et 


J 

2 I soe duit 
, —— tendent vers zéro avec -; en tout point inté- 
Ox dy n 


sidérées, les dérivées 
rieur au domaine (D). Par conséquent nous avons le théoréme suivant: 

Lorsque les valeurs périphériques de la fonction p se réduisent à zéro, la 
solution du Probléme transformé se réduit à une constante. 

Envisageons maintenant le cas oü les valeurs périphériques de la fonction 
q sont quelconques mais supposons qu'il existe une fonction uw, régulièrement 
harmonique à l'intérieur du domaine (D) et telle que ses valeurs périphériques 
coincident avec celles de la fonction q. 

Il suffirait alors de raisonner, comme à la fin du numéro précédent, pour 
établir le théoréme suivant: 

Lorsque l'hypothèse considérée est vérifiée, la solution générale v du Probléme 


transformé est donnée par la formule suivante: 


v = w + Const. 


— 
Unt 
— 


N° 14. Il nous faut examiner maintenant la question suivante: la fonction 
u, entrant dans la formule (5), existe-t-elle? 

Il est aisé de voir que, pour pouvoir l'affirmer, il est nécessaire de restreindre 
dans une certaine mesure la généralité du domaine (D). En effet, définissons, par 
exemple, ce domaine au moyen des relations suivantes: 

(6) [a +yzo 
\®+y<ı 
et posons 


q —a* y. 


Dans ces conditions le domaine (D) sera borné et quarrable et la fonction p 
satisfera aux hypothèses du N° rr, mais la fonction w n'existera pas et voici 
pourquoi: on vérifie aisément que, dans l'exemple considéré, la fonetion v se 
réduit à une constante, done, en vertu du théorème qui termine le numéro pré- 
cédent, la fonction «w, si elle existait, devrait aussi se réduire à une constante; 
or cela est impossible puisque cette fonction devrait étre égale à zéro au centre 
du cercle considéré et à l'unité sur la circonférence. 

Je vais démontrer que la fonction w existe sûrement lorsque le domaine (D) 
vérifie, en dehors des hypothèses adoptées jusqu'ici, une condition additionnelle 


que j'appellerai pour abréger, la condition (C). 
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Pour énoncer cette condition, considérons un point queleonque O situé sur 
la frontiére (s) du domaine (D) et, de ce point comme centre, décrivons un cercle 
(N) de rayon r. L'ensemble des points, intérieurs à la fois au cercle (X) et au 
domaine (D), pourra se composer d'un nombre quelconque de régions distinctes 
(d) dont chacune serait d'un seul tenant. Désignons par (d) l'une de ces régions 
et considérons un point variable M assujetti à rester à l’intérieur de cette région. 
Soit 0 langle formé par le rayon OM avec un axe fixe. Imposons à l'angle 6 
la condition de varier d'une facon continue avec la position du point M. Dans 
ce cas la condition (C) pourra étre exprimée de la facon suivante: Lorsque le 
rayon r du cercle (3) vérifie l'inégalité 


(7) r<R, 


où À représente une longueur indépendante de la position du point O sur la 
frontiére (s) du domaine (D) et du choix de la région (d’) parmi les régions (d), 
les valeurs de l'angle 0 devront, de quelque facon que se déplace le point M à 
l'intérieur de la région (d', ne pas sortir d'un intervalle (0,, 0,), tel que l'on ait 


(8) 10, — 0,| «2«, 


en désignant par « un nombre positif fini qui ne devra dépendre, comme la 
longueur A, ni de la position du point O sur (s) ni du choix de la région (d) 
parmi les régions (d). 

Reprenons la suite (1) et supposons, ce qui, d'aprés la remarque faite au 
début du N° 13, est permis, que chaune des fonctions de cette suite soit continue 
dans le domaine (D) et sur la frontière. Supposons en outre que le domaine (D) 
vérifie la condition (C). Cela posé, désignons par u un nombre positif, différent 
de zéro mais arbitrairement petit, choisi à l'avance et considérons la longueur R, 
second membre de linógalité (7). On pourra faire correspondre au nombre u 
une longueur non nulle 0,, vérifiant l'inégalité 


(9) On fos 

telle que l'inégalité 

(ro) A B € à, 
entraine la suivante 

(11) |o (4) — 9 (0| <u, 


en convenant d'une facon générale de désigner par F(P) la valeur d'une fonction 
F des coordonnées en un point P du plan. 
Considérons maintenant le second membre de l'inégalité (8), posons: 


(12) gB—- 


3c 
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(13) Oo «0r. 

(14) = 

I zm AULUS 
4 "ES 


Designons encore par (0?) l'ensemble des points intérieurs au domaine (D) 
et tels, que la plus courte distance de chacun d'eux à la frontière du domaine (D) 
soit égale ou supérieure à à, et observons que, en vertu de la remarque faite 


au début du N? ro, il existera un nombre entier et positif N, tel que l'inégalité 
(15) p2N 


ait pour conséquence que tout point du domaine (D?) ou de sa frontière soit 
situé à l’intérieur du domaine (1). 


Proposons-nous maintenant d'étudier l'expression suivante: 
(16) | WA) Um (A) | 


et placons-nous d'abord dans l'hypothése oü la plus courte distance a du point 
A à la frontiére (s) du domaine (D) satisferait à l'inégalité suivante 


(17) d; 0 


x 


Désignons par O un point situé sur la frontiére (s) du domaine (D) à une 


distance égale à a du point A et cherchons une limite supérieure de l'expression 
(18) | Yn(A)— 4 (O)|. 


Il résulte de la définition de la fonction v, que, dans la portion (D — D,) 
du domaine (D), la fonction #, se confond avec la fonction y. Done, lorsque le 


point A n'est pas extérieur au domaine (D — D,), on a 
(19) | 4s (4) — 9(0)] <a; 


cela résulte des inégalités (17) et (13) ainsi que de ce que l'inégalité (10) entraine 
l'inégalité (rr). 

Voyons ce qui arrive lorsque le point A est extérieur au domaine (D — D,). 
Dans ce cas le point A sera intérieur à un domaine (T), d'un seul tenant, jouis- 
sant des propriétés suivantes: 

1° Tout point intérieur à ce domaine sera extérieur au domaine (D — D,), 
mais intérieur au domaine (D) ainsi qu'au cercle (X) de centre O et de rayon 0,. 

29 Tout point-frontiére du domaine considéré cera situé sur la frontiére du 


domaine (D,) ou sur la eirconference du cercle (X). 
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Il pourrait se faire que tout point de la frontière du domaine (T') appartint 
à celle du domaine (D,). Dans ce cas, en tout point P situé sur la frontiére du 


domaine (7), on aurait 


D'ailleurs 
OP €, 


en vertu de la définition du domaine (T). On aurait done 
(20) Inu (Dy (4 (O)| <u 


pour toute position du point P sur la frontiére du domaine (T); pour le recon- 
naitre il n'y a qu'à se rappeler que l'inégalité (10) entraine Pinégalité (11). Or, 
à l’intérieur du domaine (T), la fonction W, vérifie l'équation de Laplace. Par 
conséquent, dans le cas considéré, l'inégalité (19) serait encore vérifiée. 

Il nous reste à examiner le cas où une partie (s,) de la frontière du domaine 
(T) serait formée par des points situés sur la eirconference du cercle (X). L’ine- 
galité (20) pourrait cesser d'étre vérifiée sur (s,), mais elle subsistera évidemment 
sur le reste (s,) de la frontiere du domaine (T). 

Pour estimer la quantité 

| iG) — g(O), 


dans le cas oü le point P se trouve sur (s,), j’observe que, pour toutes les valeurs 


de l'indice » et dans tout le domaine (D), on a: 

[us | €, 
en désignant par ® une limite supérieure de [g[. On aura donc 
(21) | us (P) — (0) £20 


pour toute position du point P sur la partie (s,) de la frontière du domaine (7). 
Reportons-nous à l'énoncé de la condition (C) à laquelle le domaine (D) 

satisfait par hypothése et placons en O le póle d'un systéme de coordonnées 

polaires (0,6). Il sera toujours possible de choisir l'axe défini par l'équation 


()—0 


de telle sorte que, pour toute position du point (og, 0) dans le domaine (T), la 
condition 
(22) 101 < « 


soit compatible avec celle de la continuité de l'angle 0 regardé comme fonction 
des coordonnées rectangulaires du point auquel cet angle se rapporte. 
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L'inégalité (22) définit évidemment sans ambiguité une certaine détermination 
de l'angle 9; ce sera celle que nous considérerons à l'exclusion de toute autre. 


Désignons par M le point (o, 0) et considérons les deux fonctions suivantes 


et 


v, CM) — (0). 


A l'intérieur du domaine (T), elles sont régulièrement harmoniques et, sur la 
frontière, la première est constamment supérieure à la valeur absolue de la se- 


conde. On aura done 


? cos 6 
| s CM) — (0) « 40 52^ + u, 
; 


pour toute position du point M dans le domaine (T). Faisons coincider le point, 
M avec le point 4 et reportons-nous aux inégalités (14), (17) et (22). Nous 
trouverons 

(23) [Ya (A4) — 9 (0)| € (40 + 1)u. 


En résumé il est établi que Vinégalité (17) entraîne l'une au moins des 
inégalités (ro) et (23); elle entraine donc évidemment l'inégalité (23) dans tous 
les cas et cela, pour toutes les valeurs de l'indice n. Cela nous permet d'écrire: 


(24) | (4) — 9 (0)| « (40 + I) ue 


pourvu que linégalité (17) soit vérifiée. 


Les inégalités (23) et (24) donnent: 
(25) Ius (A4) — Yn(4)| € 2(40 + x). 


Par conséquent nous arrivons à la conclusion suivante: l'inégalité (17) en- 
traine l'inégalité (25) pour toutes les valeurs des indices n et m. 
Supposons que l'on ait 
[n2 N 
Im» N 


(26) 
oü la lettre N a la méme signification qu'au second membre de l'inégalité (15). 
Dans ce cas les fonctions W, et Ww, seront des fonctions régulièrement harmoni- 
ques dans toute l'étendue du domaine (D?) et, par conséquent il en sera de 


méme de la différence 
U, (A) wer Un (A ). 
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Or cette différence vérifie, comme nous venons de l'établir, l'inégalité (25) 
dans la portion (D — D») du domaine (D). Elle vérifiera done cette inégalité 
dans tout le domaine (/). 

Par conséquent nous avons la proposition suivante: si petit que soit un 
nombre donné ı, différent de zéro et positif, il est possible de lui faire corres- 
pondre un entier positif N, tel que les inégalités (26) entraînent l'inégalité (25) 
pour toutes les positions du point A dans le domaine (D). 

Cela prouve que la suite (r) est uniformément convergente dans tout le 
domaine (D) et que, dès-lors, la limite de cette suite est une fonction U, régu- 
lièrement harmonique à l'intérieur du domaine considéré, admettant les mêmes 
valeurs périphériques que la fonction donnée y. Done, comme nous l'avions 
annoncé, la question placée en téte de ce numéro comporte une réponse affir- 
mative dans le cas où le domaine (D) satisfait à la condition (C). 

Remarque. La démonstration précédente de la convergence de la suite (1) 
repose, en ce qui concerne la nature des termes de cette suite, uniquement sur 
les hypothéses suivantes. 

19 Pour toute valeur de » la fonction wv, est continue dans le domaine (D) 
et sur la frontière. 

29 Dans la portion (D — D,) du domaine (D) on a 


U,—U,—1 (M=T, 2, 3,...) 


et, à l'intérieur du domaine (D,), la fonction v^, satisfait à l'équation de Laplace. 

Or, étant donné une fonction continue o définie sur la frontière du domaine 
D, il est possible de former, et cela d'une infinité de manière une fonction w^, 
continue dans le domaine (D) et telle que ses valeurs périphériques définissent 
une fonction identique à la fonction donnée 6. D'autre part le procédé alterné 
de M. Schwarz permettra de déduire, du premier terme v de la suite (1), chacun 
des termes suivants. 

Done, les considérations exposées dans ce numéro constituent une démon- 
stration générale, évidemment trés simple, de la possibilité du Probléme de Di- 
richlet pour tout domaine vérifiant la condition (C). 

Ne rs. Pour achever d'élucider les relations qui existent entre le Probléme 
transformé, le Probléme de Dirichlet et le Principe du méme nom, il suffira de 
démontrer le théorème suivant: lorsque dans l’ensemble (E) défini au N° 2 il 
existe une fonction harmonique U, cette fonction vérifie l'équation (2) de l'In- 
troduction. 

Pour établir ce théoréme considérons dans lensemble (Z) une fonction f 


queleonque à cela prés que l'intégrale A(f) ait un sens. D’apres le théoréme qui 
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termine le N° 13, la fonction U sera une solution du Probléme transformé pour 


le domaine (D) et par rapport.à la fonction f. Nous aurons donc 
B(f,h)= B(wu,h) 


pour toute fonction A, régulièrement harmonique dans (D) et telle que l'intégrale 


A (A) soit finie. Donc, en particulier, on aura: 
B(f,u)= B(u,v) = A (u). 
Il résulte de là que l'on a: 


A (f — u) — A(f) — Alu). 


Par conséquent 


A (f) » A (u), 


à moins que la fonction f ne se confonde avec la fonction uw. Le théorème est 
done établi. 

Les principaux résultats de ce travail peuvent étre résumés ainsi: pour tout 
domaine borné, quarrable et vérifiant la condition (C) du numéro précédent, le 
Probléme de Dirichlet est toujours possible et le Principe de Dirichlet est exact. 

Il est à peine utile d'ajouter que la méthode des rayons-vecteurs réciproques 
permet de conclure, de ce qui precede, la possibilité du Probléme de Dirichlet 
pour tout domaine non borné, pouvant étre regardé comme l'inverse d'un do- 


maine remplissant les conditions énoncées tout à l’heure. 


Cracovie le 5 Juin 1908. 


E 


Note. Depuis la rédaction de ce mémoire, j'ai considérablement complété 
mes idées sur la question; je les ai exposées, pour trois dimensions, dans le 
mémoire Sur le principe du minimum (Bulletin de l'Académie de Cracovie, 
Juillet. 1909). 


Cracovie le 29 Avril 1910. 


317 


SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU TROISIEME 
ORDRE ET D'ORDRE SUPÉRIEUR DONT L'INTÉGRALE 
GÉNÉRALE A SES POINTS CRITIQUES FIXES. 


l'ar 


JEAN CHAZY 


à PARIS. 


Introduction. 


I. On sait l'intérét que présente la recherche des équations différentielles dont 
lintégrale générale est uniforme. Elle est un premier pas dans l'étude des inté- 
grales d'une équation différentielle quelconque. D'autre part elle peut conduire, 
et a conduit effectivement, à la découverte de fonctions uniformes nouvelles. La 
plupart des fonctions classiques, la fonction exponentielle, les fonctions elliptiques, 
les fonctions automorphes, etc., sont intégrales d'équations différentielles, dont 
Vintégrale générale est uniforme, et qui ne sont linéaires ni pour les fonctions 
elliptiques, ni pour les fonctions automorphes: si l'on détermine a priori les équa- 
tions différentielles non linéaires, dont l'intégrale générale est uniforme, on peut donc 
espérer trouver parmi leurs intégrales des transcendantes dont l'importance pour 
les différentes branches de l'Analyse sera révélée ultérieurement. On est conduit 
à rechercher d'abord les équations différentielles dont l'intégrale générale a ses 
points critiques fixes, c'est-à-dire indépendants des constantes d'intégration. 

Fucus a déterminé les équations du premier ordre, algébriques par rapport 
à la fonction et à sa dérivée, dont l'intégrale générale a ses point critiques fixes, 
et M. PoINCARÉ a montré! que ces équations ont leur intégrale générale algébri- 
que, ou bien sont réductibles algébriquement, soit à une quadrature, soit à une 
équation de Riccarr, c'est-à-dire à une équation linéaire du second ordre: les équa- 
tions à points critiques fixes du premier ordre ne sauraient done définir de trans- 
cendantes nouvelles. 

M. PAINLEVÉ a constitué une méthode pour former les équations à points 
eritiques fixes du second ordre. Il a appliqué cette méthode aux équations 


* Comptes Rendus, juillet 1884. 
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(1) y = K(y', y, 2), 


R désignant une fonction rationnelle de y', algébrique de y et analytique de x. 
Mais, dans l'énumération des cas trés nombreux à considérer, M. PAINLEVÉ avait 
laissé échapper un cas important M. GAMBIER: révisant les tableaux de M. 
PAINLEVÉ, a comblé les lacunes que ces tableaux présentaient. Les résultats de 
l'énumération complete se résument ainsi:! Toutes les équations à points critiques 
fixes de la forme (1) sont intégrables par les fonctions classiques, rationnelles, 
exponentielle, logarithmique, elliptiques (considérées comme fonctions de l'argument 
ou du module), ou sont réductibles aux équations linéaires, ou enfin se raménent 


algébriquement à six types: 
( «D.9'— by? + s, 
(IT) y" = 2y? xy + a, 


"n — V sk y c y. a p LD AT ANS 0 
aH) y" = y m RU = eye : 
| (QU, 3 de E Ta4z2y* + 2(2-—2a)y + s 
(A)) v _ | . | , 
(V) "= y®|, = I E n (ye (ev Ly 2) +784 y (y + D). 
21 Yi x a Y 2 qn 


Fm Dar m "mt r4 I 
(VI) gis y + SE F y — «| y E i LT i UE | n 
y al Ne) md 
SLE a +r 3 > 


=F "uU CEOs 2 2 2 31 2 
a? (x — I)’ y (y — x? WW): 


M. PAINLEVE a montré que les cinq premiéres équations sont des dégénérescences 
de la sixiéme; que la sixiéme, et par suite les cinq autres, ont leurs points criti- 
ques fixes: ce sont seulement les points singuliers du coefficient différentiel, x—o, 
v—1 0u r— c. M. ParNLEVÉ a établi enfin que, sauf pour des valeurs excep- 
tionnelles des paramétres, les six équations sont irréductibles, et de facon précise 
appartiennent, au point de vue de la réductibilité, à la méme classe que les équa- 
tions y" — R (y, x), R désignant une fonction rationnelle arbitraire de y et de x.? 

Les recherches de M. ParNrEvÉ se divisent ainsi en trois parties. Une première 
méthode met en évidence un certain ensemble de conditions nécessaires pour 


qu'une équation donnée ait ses points critiques fixes: cette méthode s'étend 


! Comptes Rendus: Gambier, 18 juin, 25 juin et 12 novembre 1906; PA1NLEVÉ, 24 décembre 1906. 

? M. PaixrrvÉ a exposé ses recherches dans des Communications à l'Académie des Sciences 
de Paris, dans un ménroire des Acta Mathematica (1902), et dans un article du Bulletin de la Société 
Mathématique de France (tome XXVIII). 
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facilement aux équations d'ordre supérieur. Une seconde méthode, toute différente, 
a pour but de montrer que, dans le cas du second ordre, ces conditions sont 
suffisantes: son extension est plus malaisée. Enfin il faut faire appel à un troi- 
siéme ordre d'idées pour déterminer la classe d'équations irréductibles à laquelle 
appartient une équation. 

IT. Je me suis proposé de rechercher parmi les équations à points critiques 
fixes du troisième ordre et d'ordre supérieur des équations nouvelles. Dans le cas 
du second ordre, la détermination des équations à points critiques fixes est fondée 
sur la détermination des équations de la forme 

Jul (WE a (y) algébrique en y, 
dont Vintégrale générale est uniforme. De méme ici, le probléme préliminaire! 
se pose de déterminer les équations de la forme simplifiée 


112 


I Y 7 I n I3 
| pane DY, et SMUG, 


n désignant un entier positif, négatif ou infini, mais différent de — 1, b(y) et c(y) 
deux fonctions algébriques de y, dont l'intégrale générale est uniforme. Pour » — — 2, 
b(y) =o, les fonctions uniformes ainsi définies sont les fonctions automorphes, ou 
s'expriment par les fonctions classiques. Pour n= —2, M. PAINLEVE a indiqué 
sans démonstration que le genre des fonctions algébriques b (y) et c(y) est o ou 
r, et que les fonetions uniformes définies sont des fonctions classiques, ou des 
combinaisons de fonctions classiques. J'étudie Ja forme de l'équation, et je donne 
la nature de Vintégrale, dans le cas où les coefficients 5 (y) et c (y) sont rationnels: 
le nombre des poles de ces fractions rationnelles est limité à 6 pour n — 1, à 4 
pour » - 1. M. GARNIER a traité,? outre le cas précédent, le cas où les coefficients 
b(y) et c(y) sont des fonctions algébriques de genre 1, et donné à ce point de 
vue la solution compléte du probléme. 

IIT. De toutes les simplifiées, l'équation y' = o est la plus simple. L'exemple 
des équations du second ordre conduisait à déterminer d'abord les équations à 
points critiques fixes ayant comme simplifiée y" — o, c'est-à-dire les équations à 
points eritiques fixes de la forme 


! Pour qu'une équation du second ou du troisième ordre ait ses points critiques fixes, il 
est nécessaire que son équation simplifiée, c'est-à-dire l'équation obtenue en y remplaçant æ par 
æ + ac, et en faisant tendre a vers zéro, ait son intégrale générale uniforme. L'équation simpli- 
fiée a la forme indiquée dans le texte, si l'équation complete a la forme y" = R(y",7'.y, 7), R 
désignant une fonction rationnelle de 7", ;', algébrique de y, analytique de x. La considération 
des équations simplifiées permet de classer les équations à points critiques fixes 

? Comptes Rendus, 29 juillet 1907, 16 novembre 1908. 
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(2) yl! =P (ugar) 


où P est un polynome en 3", y', y, à coefficients analytiques en x. On pouvait 
espérer obtenir ainsi des équations simples, dont les intégrales ne seraient pas 
des fonetions classiques, et qui ne se raméneraient pas nécessairement aux équa- 
tions (A). Cette espérance semble illusoire. Dans! la classe d'équations considérée, 
si l'on excepte quatre types d'équations dont je n'ai pas achevé l'étude, il n'y 
a pas d'équations nouvelles analogues aux équations (A); il y a seulement des 
équations qui admettent des facteurs intégrants, et se ramenent à des équations 
du second ordre, transformées algébriques des équations (A). Parmi ces équations 
du second ordre citons les suivantes 


"o 


y"? + 4y? + 2(zy' — y) — 0, 
(3) y"? + 4y? + zy* —yy' +a=0, 
| y' + 4y? (zy — y) + ay i0, 





qui sont transformées algébriques des équations (A, I), (A, II), (A, IV), et dont 
les deux premières ont été signalées par M. ParNLEVvÉ. Les transformées des 


équations (3) en u = e/7?7 ont comme intégrales générales des fonctions entières, 


On 


qui sont respectivement de genres et d'ordres 2 et ^, 3 et 3, 4 et 4. Dans la suite 


nN 


formée par la fonction o (x; 9,, 9,) de WEIERSTRASS et par ces trois fonctions entières, 
chaque fonction est une dégénérescence de la suivante. L'étude des intégrales de 
l'équation (A, IV) se raméne à l'étude de la fonction entiere de genre 4. Il existe 
de méme pour les équations (A, III), (A, V), (A, VI) des transformées du second 
ordre et du second degré, dont l'intégrale générale est entiére de genre infini, ou 
a trois points singuliers fixes. 

Signalons parmi les équations (2) des équations remarquables, dont les inté- 


grales se rapprochent des fonctions fuchsiennes. Ce sont les équations 


I , 


(4) y" —29yy'—3y^, 


y" — 249" —3y^? + * 4 jp (6y' — y?», k entier » 6. 
36 — ii 


— 
Un 
I 


L'intégrale générale de chaeune de ces équations est uniforme dans une région 
limitée par une droite ou une eirconference, variable avec les constantes d'intégra- 
tion, et qui est coupure essentielle. La théorie des groupes fuchsiens et kleinéens 
a mis en évidence des équations de la forme que nous rappelons précédemment, 
dont l'intégrale générale est uniforme, et posséde une coupure essentielle mobile, 
cireulaire ou non analytique, ou bien admet un ensemble parfait discontinu de 


points singuliers mobiles: il est curieux d'obtenir des équations aussi simples que 


to 
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les équations (4) et (5), dont les intégrales présentent une singularité analogue. 
Ces intégrales peuvent être définies de la manière suivante. Considérons l'équa- 


tion hypergéométrique de Gauss 


t (1 — t) 





ae = I: 7; e | ee SE — 0, k entier >6, on k— c, 
dt? 2: 6} dt 36 k?/4 


et deux intégrales distinctes arbitraires de cette équation, z et z,. L'équation 





ay (tA ee: 1 : : ; 
e définit une fonction de SCHWARZ £(x), dont le triangle fondamental a 
2 
-T C A : order dir 7 
comme angles —, —, b La fonction y(x) — a est une intégrale de l'équa- 
Da 2 dx 


tion (5) ou (4). L’integrale générale de l'équation (4) est holomorphe dans la 
région oü elle est définie: celle de l'équation (5) est méromorphe dans la région oü 


TR A - DAC k—6 2 
elle est definie, et admet comme pöles simples de residu les pôles de f£ (x). 


k—6w ; N : aan. : as 
Posons y = ——— + la fonction w satisfait à l'équation différentielle du quatrième 


ordre 

3k (k — 2) I3 
I SE 
2 (k +6) L~=0. 








un — (k —2) u u + 


L’integrale générale de cette équation admet de méme comme coupure essentielle 
une eirconference variable, et est définie à l'intérieur ou à l'extérieur de la circon- 
férence suivant les valeurs des constantes d'intégration. Elle est holomorphe en 
tout point de la région où elle est définie, sauf en général au point =». Si 
elle est définie à l'intérieur de sa coupure, ou si la coupure est une droite, elle 
est uniforme: si elle est définie à l'extérieur, elle acquiert autour de la coupure 


un nombre de déterminations égal au dénominateur de la fraction irréductible 
12 2 


-, comme l’integrale particulière w—=as—*%. La transformée en IE dx 





? EZ 
égale à Bee 
de l'équation (4) posséde une propriété analogue: son intégrale générale est uni- 
forme, si elle est définie à l'intérieur de sa coupure; si elle est définie à l'exté- 
rieur, elle est une fonction multiforme avec période, comme l'intégrale particu- 
liere — 6logz. 

La fonction «(x) jouit d'une propriété fonctionnelle analogue à celle des 
fonetions thétafuchsiennes: par les substitutions ls ps i A) d'un groupe fuchsien, 

9 re : 

elle est multipliée par (y; x + Dec: elle est thétafuchsienne pour k — 7,8,9, 12. 
Elle posséde une seconde propriété fonctionnelle de nature connexe, signalée 
par Halphen: elle fait partie des solutions en fonctions uniformes de l'identité 
X?+ Y? u^—0. La fonction w est une transcendante définie par une équation 
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différentielle du quatrieme ordre: mais, comme l'équation du troisieme ordre que 
vérifient les fonctions fuchsiennes et kleinéennes, cette équation du quatriéme 
ordre se raméne, par un changement de variable et de fonction, à une équation 


linéaire du second ordre. Enfin, si l'on rend la fonction w homogène de degré 


I2 3 : \ à NS 
p Par rapport à la variable x et à une nouvelle variable x,, elle satisfait à 
0— 
l'équation aux dérivées partielles remarquable 
dtu dtu du u [EDEN 
nat Nora eie rue 0 
Qua 0x? 0x, Ox Ox, Ox? 0a," 


Pour k=3,4,5, le groupe de l'équation hypergéométrique est le groupe d'un 
polyedre régulier, les fonctions u correspondantes sont des polynomes connus. 
Parmi les types d'équations (2) dont je n'ai pas encore achevé l'étude, le 


plus intéressant est le type 
(6) y"! — y^ y" — (A o 1)y^- 19^, À entier positif. 


Je n'ai pu décider jusqu'ici si l'équation (6) a son intégrale générale uniforme. 
Cette intégrale ne possede ni points critiques algébriques, ni póles: si elle n'avait 
pas de singularités transcendantes, elle serait une fonction entiére. Mais il me parait 
vraisemblable qu'elle posséde des singularités transcendantes et critiques: si l'on 
admet qu'il en est ainsi, le degré en y de l'équation (2) est limité, comme le degré 
en y de l'équation (x). 

L'étude des équations (6) m'a conduit à considérer des équations dont Pinté- 
grale générale est uniforme, ou a ses points critiques fixes, et dont l'intégrale 
singuliöre a des points critiques mobiles: l'existence de telles équations n'avait 
pas été signalée. 

IV. La détermination des équations à points critiques fixes de la forme (2), et 
l'étude des difficultés arithmétiques et analytiques qu'elle souléve, offrent d'autant 
plus d'intérét que, cette étude une fois épuisée, la détermination des équations 
à points critiques fixes de la forme 


(7) y" am Rly", y', y, x), 


R désignant une fraction rationnelle en 3", 3, y à coefficients analytiques en v, ne 
présente aucune difficulté de nature nouvelle. Parmi ces équations (7), j'ai consi- 
dere spécialement (par opposition au cas où la simplifiée se réduit à y" — o) les 
équations dont les simplifiées sont les plus compliquées possible. Dans le cas oü 
la simplifiée admet comme intégrale une fonction fuchsienne ou kleinéenne, l'inté- 
grale générale de l'équation complète s'exprime par ces fonctions elles-mêmes. 


Sur les équations différentielles du troisième ordre à points critiques fixes. 323 


Dans le cas oü l'intégrale de la simplifiée posséde des points essentiels isolés mo- 
biles, il en est de méme de l'intégrale générale de l'équation compléte, et l'intégra- 
tion de cette équation se ramene à l'intégration d'une équation à points critiques 
fixes du second ordre, suivie d'une quadrature. 

Dans un troisiéme cas, la simplifiée est l'équation obtenue en éliminant les 


constantes A et B dans l'équation 
y2=AP+ BOQ, 


P et Q désignant deux polynomes du quatriéme degré en y à coefficients constants: 
parmi les équations à points critiques fixes admettant cette équation simplifiée, 
jai obtenu une équation de la forme 


|x" EX Y (y' — ai) (y — a") 4 Y Ai(y ai) + B;(y'— a")? + Ci(y' — a's) 


Vies ya 
QE) « f 
+ Dy' + Ey + I (y—a;) Y, Fi 2,3,4, 5,€ 
y y y 25) Pre —1,2,3;4,5; )) 


dont les coefficients sont. définis par un système différentiel et algébrique (S), 
et dépendent de six paramètres. J'ai démontré qu'effectivement les intégrales 
de l'équation (E) ont leurs points critiques fixes; elles n'ont, en dehors des points 
singuliers des coefficients, d'autres points singuliers que des póles. Je n'ai pas 
achevé l'intégration du système (5S), ni déterminé la classe d'équations irréduc- 
tibles à laquelle appartient l'équation (E). J’ai toutefois montré que l'équation 
(E) admet les équations (4) comme dégénérescences, et par suite est une équation 
nouvelle. 

V. Aprés la publication par M. PAINLEVÉ des équations (A, I), (A, IT), M. Borer 
a groupé un certain nombre d'équations dont l'intégrale générale est une fonction 
entiére, et a remarqué qu'en séparant dans ces équations les termes de poids le 
plus élevé par rapport aux indices de dérivation, on obtient des invariants usuels 


de formes binaires telles que 


um) + n hue) + DAT) Put +. + nAT yy + Wu. 
2 
Je complete les remarques de M. Bonzr. Si dans les équations transformées en 
wu — e/yd® des équations (3) et des équations analogues, on sépare les termes de 
poids le plus élevé, on obtient le discriminant de la forme cubique en 4: ce qui 
rattache les équations (4) à ce discriminant. D'autre part de tout invariant d'une 
forme binaire on peut déduire une équation différentielle, et d'une classe d'inva- 
riants, on déduit une suite d'équations différentielles. Dans la suite d'équations 
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déduite de certaines classes d'invariants, des discriminants par exemple, l'intégrale 
générale de chaque équation est entiere, et s'exprime par la fonction exponentielle. 
Pour d'autres classes d'invariants au contraire, seules les premiéres équations de 
la suite ont leur intégrale générale entiére. Tel est le cas des deux équations 


uu' — wu? —o, wulY —4wwu 


n 9 


+3u"°—0o: jai obtenu pour l’équation suivante 
uu — 6 wu uy + x5u'ul* — 10u"? — 0 


une intégrale entiére dépendant de cinq constantes: je n'ai pu décider si l'inté- 
grale générale est une combinaison de fonctions classiques, n'est pas uniforme, 
ou est une fonction uniforme nouvelle; les autres équations de cette suite n'on 
pas leur intégrale générale uniforme. Il est à remarquer que l'équation que nous 
venons d'obtenir par induction à partir des remarques de M. BonEL, peut être 
obtenue aussi par application de la méthode de M. PAINLEVÉ: cette méthode 
conduit à l'équation plus générale 


wu! — oul uw + 15 u" WY — ro w"? = c (uu — uw?) — Bu’, a, P constantes arbitraires, 


au sujet de laquelle se posent les mémes questions. 

VI. Les solutions de plusieurs des problémes que nous rencontrons restent 
incomplétes, et le plus important de nos résultats, la découverte d'une équation 
à points critiques fixes nouvelle, est lui-même imparfait, puisque nous ne 
donnons pas lexpression explicite des coefficients de cette équation. En premier 
lieu, une fois que l'on à exprimé que les intégrales n'ont pas de points critiques 
algébriques, ni de points critiques transcendants de certaines catégories, l'étude 
d'une équation différentielle du troisiéme ordre et d'ordre supérieur devient un 
probléme de la plus profonde difficulté: comme le montre l'exemple des solutions 
que M. Poincaré et M. KLEIN ont données de ce probléme dans le cas des équa- 
tions fuchsiennes et kleinéennes. En second lieu, il est possible que la méthode 
de M. ParNLEVÉ (conditions nécessaires), qui offre l'intérét de fournir toutes les 
équations à points critiques fixes, ne les présente pas sous la forme la plus 
simple. Rappelons à ce sujet que l'équation (A, VI) a été retrouvée! par M. R. 
Fucus dans l'étude des équations linéaires du second ordre dont le groupe est 
indépendant d'un paramétre: ce qui constitue une propriété des équations (A). 
Depuis, M. SCHLESINGER a généralisé le probléme traité par M. R. Fucus, et a 
obtenu? des systémes différentiels d'ordre aussi élevé qu'on veut, et de forme 
élégante; d'aprés M. SCHLESINGER, ces systémes différentiels ont leurs points 
singuliers fixes. Peut-étre l'équation (Z) est-elle équivalente à l'un d'entre eux. 


: Comptes Rendus, 2 octobre 1905. 
? Atti del IV Congresso Internazionale dei Matematici (Roma, 1908), vol. II, p. 64. 
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Equations simplifiées des équations à points critiques fixes de la forme 
y" — R(y',y,y,v), où À désigne une fraction rationnelle en y", y, y 


à eoeffieients analytiques en x. 


1. M. PaiNLEVÉ a indiqué les premières conditions nécessaires pour qu'une 
équation de cette forme ait ses points critiques fixes. R doit étre un polynome 
du second degré en y": 


— 
co 
— 


Any) By! y, 2)" + C (ya). 


La fraction A a nécessairement l'une des formes: 


(n désignant un entier positif, négatif ou infini, mais différent de — 1), 


2 


I 2 
y +a, ie 2(y +a,) 2(y 4 aj) » 3(y' + a,) f 


RE | I I 
2\y+a y+a, 





By n SLM I fc 5 Ar t I | 
2(9/5:3,) Aw a) 2(y La) 6(y-Fa) 35W +a, - y ta, 








NEN PCR Nm qo. or.) 
ta) 6(y'+a,) 4W' +a, y ral 2\y+a y'+a y'+a 


les a; désignant des fonctions rationnelles de y et analytiques de x. Tout pole 
y — g(y,x) des fractions rationnelles B et C est d'ordre ı au plus, et coincide 
avec un pôle de A. Enfin les degrés d'infinitude pour y — « de P et C sont ı 
et 3 au plus. 

Faisons dans l'équation (8) la substitution (x, #, + « x): elle devient, d’après 
cela, 


Ng 


li) ebay v + ely my eC. 


M. PAINLEVÉ appelle simplifiée de l'équation (8) l'équation 





UE 
à "pe 1) =. + b(y)y y + c(y)y. 
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Cette équation simplifiée doit avoir son intégrale générale uniforme. Le probléme 
préliminaire se pose done de déterminer les équations (9) dont l'intégrale générale 
est uniforme: n est un entier positif, négatif ou infini, mais différent de — r, 
b(y) et c(y) sont deux fonctions rationnelles. M. PAINLEVÉ a énoncé la solution 
de ce probléme: l'intégrale générale s'exprime par les fonctions automorphes, leurs 
dégénérescences, ou des combinaisons de ces dégénérescences.! Nous allons préciser 
dans les différents cas la nature de l'intégrale. 

L'équation (9) ne change pas dans la transformation à deux paramétres 

dx 


; dy? Ne 
(x, x, + ax); lexpression v = Y ne change pas non plus, elle verifie done une 


dx 
dy 
équation du premier ordre, qu’on forme aussitôt: 
dv s 3 
== (I +)” + b(y)v—c(y). 
dy | = (y) (y 
C'est une équation de RICCATI, qui se ramène à une équation linéaire du second 
ordre, et en définitive l'équation (9) peut étre remplacée par le systéme 
dx Ber du du 


=U n+l = 


(10) dy N 


dy — 
qui va nous permettre de l'étudier. 

2. Au voisinage d'un point y, régulier pour b(y) et c(y), les intégrales de 
l'équation linéaire admettent le développement 


u=A+By—y)+t 5 


A et B désignant deux constantes arbitraires. La première équation (ro) fait 
correspondre à un cercle de centre y, du plan des y un certain domaine du plan 
des x. Inversement, quand x varie dans ce domaine, y — y, est fonction uniforme 


de x, pour A zo. Pour A — o, sin est positif ou négatif, mais différent de — 2, 
1 


(y — y,)n*1 est fonction uniforme de x; si n est infini, log (y — y,) est fonction 
uniforme de +; si enfin n est égal à — 2, l'uniformité de y entraîne nécessairement 
la condition b(y,) — 0. 

Done, pour » — — 2, (y) est identiquement nul. L'intégrale générale peut 


alors recevoir la forme y — f pi =} A, B, C, D désignant quatre constantes 
arbitraires. | 


! En toute rigueur, l'intégrale s'exprime par les fonctions automorphes, elliptiques, expo- 
nentielles, rationnelles, logarithmiques, les fonctions £, c, ou par des combinaisons de ces fonctions. 
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Considérons un póle a de b(y) et c(y). Les intégrales de l'équation linéaire 


doivent être régulières au sens de Fucus au voisinage de ce pôle: 


g y 0 


4 LEM ÉD) n — Da AS. ts vores 
oy) ya‘ eG (y — a y—a' 


Les racines r, et r, de l'équation déterminante doivent étre de la forme 


7 
| 
N, 


N, et N, designant des entiers positifs, negatifs ou infinis. D’ou: 


n 


ld «| UT 
n NGI s n 








1 
Alors (y-—a)N; ou (y—a)" (ou log(y— a)) sont uniformes pour les intégrales 


: DHL N S : 
correspondantes. De plus, si N, est fini, —— (1 x doit étre un nombre entier 
n E 


K,; si N, est fini, | 


N, SUR : RE Ty 
as doit être un nombre entier K,. Si la difference 
1 


r,— +, est un entier non nul, le développement des intégrales de l'équation linéaire 
au voisinage de y =a ne doit pas contenir de logarithme: en particulier, si 3 et 7 
sont nuls, Ó l’est aussi. Si r, et 7, sont égaux, le nombre correspondant XN, — N, 
doit étre infini. 

Considérons enfin la valeur y — c: par une transformation homographique 
préalable effectuée sur y, nous pouvons supposer que y— n'est pas un pôle 


de l'équation, c’est-à-dire que z — o n'est pas un pole de l'équation transformée 
I N UE 

enz—-. D'oü les nouvelles conditions: 
y 


D E Th ay Ô 2 
b(y) = er c (y) een PRI 


le signe m est étendu à tous les pôles, ^ désigne leur nombre; 








D NEST n+ 2 
(x) 2 = = n -- I 2) 
; : TET CR TS E : Xa N EINE a 
0 — = LET = —2 BEL Sd 
2 di 2 * n 5 n N,N, da m n «iN N, 


Les pôles se classent en plusieurs sortes, suivant les valeurs des entiers K, 
et K,. Sauf dans le cas où N, et N, sont infinis, les entiers X, et K, sont liés 
par la relation 
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I I n 


Koen D 
qui admet, quel que soit n, la solution K, — r, K, — — (» + 1), et qui admet en 
outre les solutions: 

pour ? —rIr, 2,99;3,6;4,4; 

pour n.—2, 2,633, 3; 

pour n— 352.45 

Pounrn-— 5, 2.3: 


ponr n— ©, 2,2. 


3. Une premiére catégorie d'équations simplifiées est celle des équations pour 
tous les pôles desquelles, ou bien les nombres K, et K, sont r et — (» + 1) d'ou 
N,— (n - 1) N,, ou bien les nombres N, et N, sont infinis. On a dans les deux cas 


I I n + 
= i = wa 
N, N, nt 








Hit 
H 


Xs 
N, 
- j : I : 
et l'équation (rr) devient, pour » = — 2, Do — h —2: h est un nombre entier 
1 

positif,! et les N, sont des entiers positifs, négatifs ou infinis, mais différents de r. 
On reconnait l'équation en nombres entiers à la résolution de laquelle Brior et 
bovQurET ont ramené le probléme: déterminer toutes les équations de la forme 


EAM 
EVA 
(i 2 (y), 
m désignant un entier positif, et P(y) un polynome en y a coefficients constants, 
dont l'intégrale y(z) est uniforme. Si l'on suppose la valeur y — » régulière, 
l'intégration d'une telle équation se ramene à la quadrature 


M eu 
* 





| dy | 
1 1 
V on) vue by rw 


les quantités a,b,... désignant des constantes distinctes, et les nombres N, N',... 
des entiers positifs, négatifs ou infinis, en nombre h et satisfaisant à la relation 


I - : EE 
2. -h— 2. Ces quadraturés sont les suivantes 





! Pour n = — 2, h peut être nul, mais non égal à 1. 
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2 | dy „,2= | dy ; (N entier > 1),z la A m 
(y — a) E (y— a) — N (y —by*x JM 1) (y—0) 
H i dy pr [ dy RE E dy 
De PRX RES er, = Se 2 E 2 LD 1 3 5? 
J (y—aV(y—b(y—o  J(y—aj (y—b)y—c) (ya) (y—b) (y—e)' 


[n] 


i 


nd 1 dy » dy 3 
| t | V(y — a) (y —5) (y — e) (y — d) 


4 (y—a) (y—b)’(y—c) 

Il résulte que le nombre des póles de b(y) et c(y) est 1,2, 5 ou 4. Soient 
a,b,... ces poles et N,N',... les nombres N, qui leur sont relatifs: formons 
l'équation à laquelle satisfait la fonction z définie par la quadrature correspondante. 
C’est une équation du type (9): au voisinage de y — a, les différentes valeurs de z 


sont fonctions uniformes de (y SN et les entiers N, et N, qui leur correspondent 
dans l’equation en z sont r et n + 1: ces valeurs sont done régulières pour cette 
équation. 

Pour h € 5, elle est nécessairement 


Ina 

Ta RS 
es ae 
n 


pour A = 4, elle peut avoir cette forme. D'où l'intégration: 
2=(Ax + Btls C; z— e42+ 84 C, si n est infini.! 


y est fonction rationnelle de z, ou de e^*, 2 désignant une constante numérique, ou 
fonction elliptique de z. y est fonction rationnelle ou méromorphe de x, excepté 
dans les cas où n est négatif et où z s'exprime en y par l'une des six dernières 


: D B : 
quadratures: y admet alors le point essentiel isolé x — — rie On voit nettement 
la manière dont les trois constantes figurent dans l'intégrale générale: pour n——2 

g g I ; 


on retrouve la forme indiquée. 
Pour h=4, les conditions obtenues ne suffisent pas à déterminer les coef- 
ficients de l'équation. L'équation transformée en 





x | Ce een 
J V(y—a)(y—b)(y—c)(y—d) 
peut s'écrire 


"no 
TO zn TI SET 
Im br iL 2? 


n] z n? 





! Nous désignons d'une facon générale dans cette étude par 4, B, C, D des constantes 
d'intégration, et par a, 8, y,... A des constantes numériques. 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 23 novembre 1910 42 
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À désignant un paramètre arbitraire. La fonction z' (xy) a deux déterminations au 
plus, et ne saurait avoir de points critiques logarithmiques; par suite il résulte 
de l'étude des équations du second ordre que, si 4 n'est pas infini, » a nécessaire- 
ment l'une des quatre valeurs: 1,2, 6», — 2. z' est fonction rationnelle de x pour 
n—= —2, dec€* pour n — +, fonction elliptique de x pour » — 1,2, et dans les 
quatre cas admet des pôles simples de résidus +4. Pour que la fonction y (x) 
soit uniforme, il faut ajouter aux conditions algébriques obtenues la condition 
transcendante que 27124 soit période de l'intégrale elliptique z(y). La fonction 
y (x) admet alors les pôles de la fonction z' comme points essentiels isolés mobiles. 
On peut exprimer l'intégrale générale z (x) sous les formes suivantes 


pour 7 =—2, z=/ log — 


pour » — ©, "EZ 


M 
— 
o 

IQ 


" Vp(Ax+B:4,0) 
”Vı+p(Ax+B)+Vı—p(Ar+B) 


o(Az+ B—h) 
o(Ax+B+h) 


pourn—ri, z=4lo E (Gic 


pourn=2,  z—4log +24(4x + B)Ch+C, avec p LE 0, — 2B —=(). 


4. La valeur »=—2 est tout à fait exceptionnelle.! Pour cette valeur, 
ou bien K, et K, sont égaux à 1, d’où N, — — N,, ou bien N, et N, sont infinis. 
1 2 Le] 2 1 1 2 


Les coefficients 7 sont done de la forme == E — y: . N désignant un entier plus 
grand que r, qui peut étre infini: c'est la forme connue dans la théorie des fonc- 
tions automorphes. D'ailleurs la différence r, — r, — = 
pour N — c: nous avons done seulement trois équations entre les coefficients 0. 


n'est un nombre entier que 


Pour À-— 3, nous obtenons comme équations dont l'intégrale générale est 


uniforme, outre les équations du n°3: pour > 1. deséquationsdont l'intégrale 


N I 
u N 


1 Pour n=—2, la relation entre l'équation (9) et l'équation linéaire du système (10) est 
bien connue. Pour n = —2, si l'équation simplifiée est de la premiere catégorie, l'équation 
linéaire est encore normale, suivant le terme de M. Poixcan£: la difference des racines de l'équa- 
tion déterminante relative à chaque pôle est nulle, ou est une partie aliquote de l'unité, d'après les 


: n+If(I I I : 7 à dis 
relations 95 — 9 = + ( —— — ) = —. La variable x est encore fonction uniforme du rapport 
n N, NS Ni 
des intégrales de l'équation linéaire; et d'après l'équation UNE. ] — 2, cette fonction uniforme 
VL 


est une fonetion fuchsienne dégénérée. Voir Acta mathematica, t. IV, p. 226. 
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vénérale est rationnelle, et se rattache à la théorie des polyédres réguliers; pour 


i= 


I : ; tu, : i 
> N <1, des équations dont les intégrales sont les fonctions de SCHwARZ. Ces 
4 


fonctions admettent comme coupure essentielle une droite ou une circonférence 
variable avee les constantes d'intégration, et ne sont définies que dans la partie 
du plan située d'un cóté de la droite, à l'intérieur ou à l'extérieur de la circon- 
férence. Les plus remarquables sont la fonction modulaire d'HERMITE, c'est-à-dire 
le carré k? du module de JacoBT, considéré comme fonction du rapport des périodes 
de l'intégrale elliptique, qui vérifie l'équation correspondant aux valeurs des entiers 
z,90,o5; et linvariant absolu J de M. KLEIN considéré comme fonction de la 
méme variable, qui vérifie l'équation correspondant aux entiers 2, 3,©. Ces deux 
fonetions admettent comme coupure laxe réel. Elles sont liées par l'équation 
algébrique 


! 1 4 (kt — ke? 20 1)? 
J—ı (k? + 1)2?(k? —4)? (k? — 2)? 27k (2)? 


qui montre la correspondance des valeurs J —o, J — 1 à des valeurs régulières de 
“2: la fonction &? n'atteint pas les valeurs o, r, ©, et la fonction J n'atteint pas la 
valeur correspondante, ~. 

Pour h> 4 (h west pas limité), excepté l'intégrale de l'équation obtenue au 
n? 3, les intégrales uniformes sont des fonctions fuchsiennes ou kleinéennes. Les 
fonctions fuchsiennes admettent une circonférence comme coupure essentielle, ou 
bien possédent un ensemble parfait de points singuliers, discontinu et situé sur 
une circonférence: dans ce second cas, le prolongement analytique de WEIERSTRASS 
définit la fonction dans tout le plan. Les fonctions kleinéennes possédent un 
ensemble parfait discontinu de points singuliers, ou bien admettent comme cou- 
pures essentielles une ligne non analytique, ou encore une infinité de circonféren- 
ces. Toutes ces singularités sont mobiles, puisque l'intégrale générale se déduit 
d'une intégrale particulière en y remplaçant x par E € = On sait comment 
la théorie des groupes fuchsiens et kleinéens fournit de nouvelles conditions 
nécessaires pour que l'intégrale soit uniforme, sous la forme d'égalités ou d'iné- 
galités transcendantes entre les coefficients de l'équation, comment elle permet 
de démontrer que ces conditions sont suffisantes, et de distinguer la nature des 
intégrales. 

5. Pour les valeurs de n: 1,2, 3, 5. %, il peut exister d'autres sortes de pôles. 
D’equation linéaire du second ordre a alors son intégrale algébrique. Et les équa- 
tions simplifiées de cette seconde catégorie se raménent aux équations du premier 
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ordre suivantes, dont Vintégrale est uniforme d’après la discussion de Brior et 
BovQUET que nous avons rappelée: 
y? — A(a, y* 4 a,y? t a, y* asy + a) + B(b,y! +by’+b,y°+b,y+b,) 
3 x T 5 : 2 
y'? — A(a,y? -- a, y? tay +a,) + B(bya? + b y? + b, y + 53), 


(r3) 339 = Aa, y" 





a,9y + a) + B(b,y* + 5,9 + b.). 
yo = y? (Ay + B), 








y —A(ay ay ta) Bb y by + 5). 


Les a;, b; désignent des constantes numériques, et 4, B deux constantes d’inté- 
gration. 
Soit par exemple » — 1. Supposons que pour tous les pôles d'une équation 


simplifiée les nombres N, et N, soient égaux à deux des nombres + I, + 2,9 


> 


sans être tous deux infinis: les nombres 7, et r, sont entiers positifs ou nuls. 
L'intégrale générale de l'équation linéaire correspondante est holomorphe pour 
toute valeur finie de y, et, comme la valeur y — = est régulière, cette intégrale 
est nécessairement un polvnome du quatriéme degré: l'équation simplifiée consi- 
dérée admet une équation de la forme (13) comme intégrale intermédiaire. Mais, 
méme si les nombres 7,,7, ne sont pas tous entiers positifs ou nuls, l'équation 
simplifiée peut se ramener à une équation (13). Si les quatre nombres N,,N,, 
N',, N', relatifs à deux pôles a et 6 admettent un diviseur commun N (c étant 


considéré comme multiple de tout nombre fini), l'équation transformée en 
y—a\t re "E, Ao L 
z— {7 _"}N a son intégrale générale uniforme, et est du type (9). Toutes les 


équations simplifiées dont lintégrale générale est uniforme, et qui ne sont pas 
de la premiére catégorie, ou bien admettent une intégrale intermédiaire de la 
forme (13), ou bien se raménent à une équation admettant une telle intégrale 
intermédiaire par un des changements de fonction 


2 


yN — 1? 


(70725 Ir. (Pv = ‘| | (N entier > 1); lv. | 


y —2iV3yt + :4 
y* + 22V39? +1 





en négligeant les changements de fonction homographiques. On reconnait les frac- 
tions rationnelles inaltérées par les substitutions du groupe cyclique, du groupe du 
diédre et du groupe du tétraédre: on sait que ces fractions s'introduisent dans 
l'intégration de l'équation linéaire du second ordre à coefficients algébriques, dont 
l'intégrale est algébrique. 

Pour cette catégorie d'équations simplifiées, l'intégrale générale est donc 
fonction elliptique de x, ou fonction rationnelle de e**. Mais ici le module des 
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fonctions elliptiques, ou le nombre 4, dépend des constantes d'intégration, tandis 
que, pour les équations de la premiere catégorie, il en était indépendant. 


Si nous considérons la premiere équation (13), et si nous posons 
P—a,y* t a,y* t a, + ay+a,, V=by' + b y? + boy? + by + b,, 
l'élimination des constantes A et B denne l'équatiou simplifiée 


NT RE PQ'—QP' 2 R Q" — Q' Pg. 
(14) Givin PQ =@P' GiGi S PQ — QP’ 5 


Cette équation simplifiée a six pöles, si les coefficients de P et Y sont arbitraires, 
et les entiers N,, N, relatifs à ces pôles sont r,cc. Effectivement la discussion 
de l'équation arithmétique (ir) montre que, pour n— 1, ce nombre 6 ne peut 
être dépassé, et que s’il est atteint, c'est par une équation (14). 

Pour n différent de r et — 2, le nombre des póles est 4 au plus. ll est 
done limité pour toutes les valeurs de n, excepté — 2. 


Equations à points critiques fixes de la forme y" — P (y, y, y,v), où P 
désigne un polynome en y",y,y à coefficients analytiques en x. 


6. Les degrés de ce polynome en y" et y' sont limités par les propositions 
de M. PAINLEVÉ que nous avons rappelées: la simplifiée est 


Il PATE 13 

y" —b(y)ywy c(y)v, 
b(y) et c(y) designant des polynomes en y. Il résulte de la discussion du chapitre 
précédent que ces deux polynomes sont identiquement nuls. Les équations consi- 
dérées ont done nécessairement la forme 


(15) yl — Qux ayer ay, xe) y * ES (yc) y + T (y, x), 


Q, R, S, T désignant des polynomes en y à coefficients analytiques en x. Elles ad- 
mettent comme simplifiée jy" — o, et la réciproque est vraie. 

Pour étudier au voisinage du point x, les intégrales qui deviennent infinies 
en ce point, mettons en évidence les termes de degré le plus élevé en y: 


y"! — (a (x) y + ---)" ra (b(z)yr + <<) y +(e(a)y? + ---)y + d(x)yt «+, 


D . C 2 1 
et faisons la substitution [x, y; 2, + «^x, J 
[64 


) qg—ı » à : 
m,n + 1,2 € — . L'équation devient 
= I 


, 4 designant le plus grand des nombres 


334 Jean Chazy. 

(16) y" = a (2,) y^ y" + ba) y^ y? + C(x) y^ y + d(x) 9^ * 4e (. -..). 

si les quatre nombres sont égaux; s'ils ne sont pas égaux, l'équation prend une 

forme analogue, mais un ou plusieurs des coefficients a (x,), b (x), c (a), d (x,) sont 
: , : : Be 1 

nuls, et le développement peut procéder suivant les puissances de «? ou de «5. 

Dans tous les cas. l'équation réduite pour « — o 


(17) y'—ay*y Oy Sy cy cr days 


doit avoir son intégrale générale uniforme. Le probléme se pose donc de déterminer 
les équations de la forme (17) dont Vintégrale générale est uniforme: les quantités 
1 7 
a,b,c,d sont des constantes, dont l'une au moins n'est pas nulle; 4 est un nombre 
positif entier ou fractionnaire; s'il est fractionnaire, a et b sont nuls et, si c n'est 
pas nul, 24 est entier, si d n'est pas nul, 34 est entier. 
Remplacons l'équation (17) par le systéme 


7 I 


y'—wuwyt (sr a)u-—a] = T (A4 1) (244 1) à? — [(A+1)a+b|u? — cu—d=o. 


^ 


Nous voyons de suite que, si l'on n'a pas 
(A+ Da+b=c=d=o, 


la seconde équation admet au moins une intégrale de la forme u — h, h désignant 
une constante non nulle, et la premiere équation fait correspondre à cette inté- 
srale l'intégrale définie par l'équation y—^ — — 4h (x + C), C désignant une con- 
stante d'intégration. Cette dernière intégrale, pour 4r, a un point critique 
algébrique mobile, et par suite l'intégrale générale n'est pas uniforme. 


Ainsi, ou bien l'équation réduite est 


(18) y! = y y! — (à + 1) y^71 y? 

(si a n'est pas nul, on peut lui donner telle valeur numérique qu'on veut, en 
multipliant y par une constante), ou bien 4 est égal ou inférieur à r. Réservons 
l'étude de l'équation (18), et supposons d'abord 4 égal à r. 


L'équation réduite 


yl" =ayy" + by? roy y + dy* 
peut étre remplacée par le systéme 


7 I 
U U 


(19) y = uy? y? + (6u—a) ja —6u + (2a + b) u? + cu + d = P (u). 
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Si nous réservons encore l'étude de l'équation 


n 19 


(20) y" — yy" —2y^, 


qui n'est autre que l'équation (18) où l'on fait 4 — r, les trois racines A. b, | du 


x 


polynome P (u) ne peuvent être nulles à la fois. Soit / une racine non nulle: à 


cette racine correspond l'intégrale y — re Óy nous allons étudier les intégrales 
We TU x 


voisines. Posons w — A + «v, et développons v suivant les puissances de «. Le 
systeme (19) devient 


It I 


y =(h+ av)y* T 4- (6h a)” + 6v(h—k)(h—l1)=a(...), 





d'oü, pour « — o: 


Uy —O. 


= I Y\2 AMI | 0| Lr. NR (h — k) (h — Il) 
y mx EC) (x + C) v^, lo 2| @ Ch: ot 6 E 


= 


Posons v, = (x + C)’, et soient r,, r; les deux racines de l'équation caractéristique: 


a |. ,(h—k)(h—l) 
nalis oo | Ê 


Ur. wr to Ee h2 


r, et r, sont deux nombres entiers différents, si v, est uniforme. Aucun d'eux 
n'est nul: sinon, le polynome P(w) aurait une racine double, ou triple, diffé- 
rente de zéro, et la fonction v,, ou v,, contiendrait un logarithme. Aucun 
des deux entiers n'est égal à — r, puisque w, et par suite », sont dérivées de 
fonctions uniformes. 

Si le polynome P (u) a deux racines nulles, le produit 7,7, relatif à la troi- 
siéme est égal à 6:r, et r, peuvent étre 








I ret 6, d’où l’equation y" + 6y*? — o, dot y? + 4? + C — 0; 
IT 2.00 3 yl = 299" + 29? y"! —29yy' +; 
I deu y" —ayy' —3y". 


Si le polynome P(u) a une seule racine nulle, les produits 7,7, relatifs aux 
deux autres h et k doivent être des nombres entiers: 


6 h—k == Nie 


6 k—h = 
h 2 


p eee 


d’où l'équation 
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I] faut résoudre cette équation en nombres entiers, faire pour les deux nombres 
N, N' de chaque solution la discussion que nous venons de faire pour le nombre 
6: les valeurs de a caleulées à partir des deux nombres doivent étre égales. On 


est conduit ainsi aux cinq équations 











IV y" = 3yy" -3y* —39^ y , d'où y' —5yy —3? + C, 
~ n H fo 9 ! I! y? I y^ C 
Y ] 23 y" + AY? — 29? 4 y! —: 23/4! —* ant 
y yy" + 4y yy Tom Ry St i 
VI le Ha ap or " ! so _ 9 I 1122 | 4j! y C 
y —yy +5y’—y’y (y —99 y) = y 5) Wicca 
m u 
19 213 C 
VH y" = yy" t2y^ + 2y* V = yy tha, 
2y zu 
VII y" = 6y?y' y! —23?-4- C. 


Si le polynome P(u) a ses trois racines différentes de zéro, le produit r, 7, 


relatif à chacune d'elles est un nombre entier: 








6 (| — E =) ZN 6 (k— 1) LE h) NN 6 (— ete) = Ne 
h? ie? IE 
d’où l'équation 
I I I I 
d NN IN 6 


Soit d'abord a — o. Pour les trois racines, la somme r, + r, est égale à 7: 
les trois nombres 49 — 4N, 49 — 4 N', 49 —4N" doivent être carrés parfaits. D'a- 
près l'équation arithmétique (21), l'un au moins des nombres N, N', N" est positif, 
et par suite égal à 6,10 ou 12. Si l'un était 6, un autre serait 6, 10 ou 12, et 





le troisieme —6, — ro ou — 12, ce qui est impossible. Si l'un est ro, les deux 








autres peuvent être ro et — 30, ou 12 et — 60, d’où les deux équations 
IX y" + 69? = 18(y'! + y?) (y! + 39), 

. A 9 + 7V3 " 

X y" —6yty! + 32 x = EID E 


Si l'un des nombres N, N', N' est r2, un autre est nécessairement ro. c’est le 


cas précédent. 
Supposons enfin a different de zéro. Les rapports des racines A, k,l sont 


commensurables, et le produit 





—6N N' N' = 64 - nn 
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est un carré parfait. On résoud l'équation (21) en nombres entiers tels que 
—6N N'N' soit carré parfait, on fait pour les nombres N, N', N" de chaque 
solution la discussion précédemment faite pour le nombre 6: les valeurs de a 
calculées à partir des trois nombres doivent être égales. On obtient les deux 
nouvelles équations 

XI yf = ETE yyr [ET ee] yt sey + 


9 
ER 


3(1 Y 


3 


= P 2 


ou y! = = T. y2+z, z'— 02? (k entier » 1r, non multiple de 6), 


XII Vio QUEE 36 & 


poy — v» (k entier >1, different de 6). 
Remarquons que les entiers 7,,7, relatifs à une racine / du polynome P (u) 
ont la signification suivante: s'ils sont positifs, ou si l'un d'eux r, est positif, les 


intégrales de l'équation réduite admettent des pôles simples de résidu — , , et dans 


h 
les développements polaires correspondants, les coefficients des puissances r, — r, 
r,— 1, ou le coefficient de la puissance r, — 1, sont arbitraires. De même, si r, 
et r, sont négatifs, ou si l'un d'eux r, est négatif, l'équation réduite est satisfaite 


formellement par des développements suivant les puissances de dont le pre- 


I 
a +0’ 
mier terme est IE ee) et dans lesquels les coefficients de (v + Or! et de 
h(x 4- C) 

(x + C)r-!, ou le coefficient de (x + C)'*-!, sont arbitraires: ces développements 
convergent si [x + C| est assez grand, et représentent! des intégrales au voisinage 
de la valeur x — co. 


Si 4 est inférieur à 1, l'équation réduite a l'une des formes 
y" E dy, y"! =cy y', y" Le dif, 
ou enfin l'équation (15) est linéaire. 


L'équation y" — dy’, dans laquelle 4 est égal à ^, admet des intégrales de 


m 





m A N, As : : 
la forme —— gm désignant une constante; Vintégrale générale n’est pas uniforme. 
(w+ Cy? 
. L’equation 
XIII y!" — cy y', soit y" — 129! 


admet l'intégrale première jy" — 6y? + C, elle est done à retenir. 





! Voir le n9 12. 
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L'équation jy" = dy?, soit y" + 6o y? — o admet l'intégrale particulière TU 
x 2) 


étudions les intégrales voisines. Posons! y — (pO 
; 2.26): 


vant les puissances de «. z, est donné par l'équation linéaire d'EurER 


+ «2, et développons z sui- 


dont l'équation caractéristique 
r(r — 1) (r — 2) + 120 — (r + 4) (7? —7r + 30) =0 


a des racines imaginaires. z,, et par suite l'intégrale générale ne sont pas uni- 
formes. 

7. Une transformation linéaire de la fonction et un changement de variable 
définis par les équations 


A. u, désignant des fonctions analytiques de x, n'altérent ni la forme de l'équa- 
tion (15) ni la nature des points critiques, fixes ou mobiles, de l'intégrale. On 
profite de l'indétermination de ces fonetions pour réduire les équations à points 
critiques fixes à des formes canoniques le plus simples possible, en particulier 
pour donner aux coefficients a(x), b(x), c (x), d(x) les valeurs numériques des 
coefficients des équations réduites. Les coefficients A, u, de la transformation 
qui raméne une équation à points critiques fixes donnée à l'équation canonique 
correspondante sont des fonctions algébriques des coefficients de l'équation donnée 
et de leurs dérivées, si l'équation canonique n'admet pas de groupe de transforma- 
tions en elle-méme de la forme (22), dépendant de paramétres variables. Ils sont 
déterminés par des quadratures, si l'équation canonique admet une tel groupe de 
transformations à un ou deux paramétres. Enfin ils sont déterminés par des 
quadratures, et par l'intégration d'une équation linéaire du second ordre, dont 
les coefficients sont des fonctions algébriques des coefficients de l'équation donnée 
et de leurs dérivées, si l'équation canonique admet un tel groupe de transforma- 
tions à trois paramétres.? 

Au point de vue de la recherche des équations irréductibles, une quadrature 
et lintégration d'un systéme linéaire doivent étre considérées comme des opéra- 


! On voit nettement ici que cette sorte de calcul revient à la formation de l'équation aux 
variation de M. PorxcanÉ (ou de l'équation auxiliaire de M. Dargoux) relative à une intégrale 
partieuliere connue. Voir le n9 25. 

? Voir le n° I2, voir aussi le n? 18. 


Sur les équations différentielles du troisieme ordre à points critiques fixes. 339 


tions élémentaires, et en général nous ne préciserons pas la nature des opérations 
qui effectuent la réduction aux équations canoniques que nous considérerons. 

8. Pour obtenir les équations à points critiques fixes admettant une équa- 
tion réduite donnée, il faut écrire les termes complémentaires, et rechercher de 
nouvelles conditions nécessaires pour que l'équation compléte ait ses points criti- 
ques fixes. On peut développer l'intégrale de l'équation (16) suivant les puissances 
du paramétre «, ou se servir des développements polaires. Si au voisinage d'un 
póle le développement d'une intégrale de l'équation réduite contient un ou deux 
coefficients arbitraires, les intégrales de l'équation complète doivent admettre des 
póles mobiles au voisinage desquels leur développement a le méme terme pré- 
pondérant, et le, ou les mémes coefficients arbitraires: sinon, comme M. GAMBIER 
l'a montré pour les équations du second ordre,! l'intégrale générale a des points 
eritiques mobiles autour desquels elle acquiert une infinité de déterminations. 
Pour les équations du troisieme ordre, les développements polaires dont deux 
coefficients sont arbitraires, fournissent plusieurs équations différentielles entre les 
coefficients. 

9. Appliquons ces principes aux équations à points critiques fixes admettant 
comme équation réduite l'équation I. Les intégrales de ces équations ont des 
póles mobiles, et admettent au voisinage des développements de la forme 





UR EE n Tro p Bx — my y(x-— x)? -E0(x—3)-e(x—2a--qix—xpc::, 
br wy 


les coefficients « et p étant arbitraires.: Ces équations se ramènent à l'un des 
six types: 


y + 63/2 = 92, 


YOU OY + 32%, 





(23). 3.y! 1.69? — 12 xy + 2x* +a, 


] 2 » 
y" + 6y? = QUEE. m: + ax?(xy'—24) + Bx? + = : 
(ur + 6y" = 6p(z;o,1)(y ty?) -e«(2py' —p y) +8 Sen ein ue ch 
OX OT 


g.,%¢,2,y désignant des paramètres arbitraires, et h une solution de l'équation 
transcendante p(h;0,1)=o. 


Chacune de ces équations est une dégénérescence de la suivante, comme il 


! Acta mathematica, 1910. 
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arrive à certaines des équations (A). Nous allons montrer qu'elles se ramenent 
précisément aux équations (A). Elles admettent des facteurs intégrants, et par 
des transformations simples, deviennent les équations du second ordre 


y? + 495 —g,y' + ds — 0, 
[| L9 +44 RU) 
IT ya 3549 99b ny 9st qos 
| Toy + aye (y) ey! 48 0; 
IV l^ — 2) + 4 lv — 24 lv +) + ca? (wy'—2y)* + Ba (ay'—2y) + d (ny y) + 0=0, 


| V (y'—2pyY + 4y?—2py* v t+ Ap y - e (py* —p yy'+ py!) + Hy! — H'y ó—o, 


Jos 04, €. D. 7, 0 désignant des paramètres arbitraires, h une solution de la méme 


; : Er ui. o(u+h , 
équation transcendante et H la fonction à multiplicateurs constants i? a) e=öh + 
ox 
SITZEN 7 : Feo dece 
+7 — ers‘ intégrale de l'équation de Lamk H" = 2 p H. 
OX x 


De même, chacune de ces équations est une dégénérescence de la suivante. 
La première admet comme intégrale générale y —£(x + A;9,,9)+ B. M. Paın- 
LEVÉ a montré que l'équation (B, I) est transformée algébrique de l'équation 
(A, D: y" —6g? +a. Il résulte que les cinq équations (B) sont irréductibles sauf 
pour des valeurs exceptionnelles de leurs paramétres. 

M. ParwLEVÉ a formé! pour l'équation (A, VI) une expression qui possède 
des póles mobiles simples de résidu r, comme l'intégrale générale de chacune des 
équations (B), et qui n'a pas d'autres points singuliers mobiles: c'est l'expression 


ee EY OU irs ß p y ger 
2y(y—1i)(y—c) x(zr—x) RTE 








Elle satisfait à une équation différentielle du second ordre, mais de degré élevé. 
Pour obtenir une équation transformée du second ordre et du second degré, il 
suffit d'employer un procédé que M. PAINLEVÉ a appliqué aux plus simples des 
équations (4). Les intégrales de l'équation (A, VI), qui ont pour póle le point 
arbitraire z,, admettent au voisinage le développement 

(x — 1) 


D I 
y= + .—_ +h+.--: (pour ez o), 
H V2a T— s ü 


le terme constant du développement étant arbitraire. Considérons alors la fonction 


1 Comptes Rendus, 24 décembre 1906. 
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I V2a 
t - PE y 
2 cz(x—rI) 
Pour cette fonction, les pöles de y correspondant au signe — sont des points 


réguliers, et les póles de y correspondant au signe + sont des póles simples de 
résidu 1. L'équation transformée en ¢ est du second degré en /", et les termes 
prépondérants au voisinage des pôles sont !"? + 41”. Cette équation se ramène 
algébriquement à l'une des équations (B), en général à l'équation (B, V) qui ren- 
ferme quatre paramétres. Ainsi les deux équations (A, VI) et (B, V) sont transformées 
algébriques pour des valeurs arbitraires de leurs paramètres. Les équations (B), et 
par suite les équations du troisième ordre (23), ont leurs points critiques fixes, 
ce sont seulement les points singuliers du coefficient différentiel. 

La forme des équations (B) est particulierement propre à l'étude de la 
croissance de leurs intégrales, du genre et de l'ordre des fonctions entiéres qu'on 
peut y rattacher. M. Bourroux a considéré à ce point de vue les équations 


(A, D, (A, IT), (A, III): nous pouvons compléter ses résultats. Si dans les équa- 
I 

1 u 3 ; 2 LT 

tions (B) on pose y — , on obtient des équations du troisième ordre en w, dont 
u 


les integrales sont regulieres en dehors des points singuliers du coefficient differentiel. 

Les équations en w deduites des équations (B, I), (B, II), (B, IIT) ont comme 
intégrales générales des fonctions entiéres, et, si l'on admet que la croissance de 
ces fonctions entiéres est réguliére, il résulte des équations (B) qu'elles sont de 


genres et d'ordres 2 et à, 3 et 3, 4 et 4. Dans la suite formée par la fonction 
= s 
0(%;9,,9,) et par ces trois fonctions entières, chacune est une dégénérescence de 


la suivante. La fonction entière d'ordre © a été considérée par M. Bourrovux. 


M. Bourrovux a considéré la fonction e=/de/yde y désignant une intégrale de 
a 
l'équation (A, IT): elle est le produit de e® et de deux fonctions entières définies par 


des équations (B, II), et par suite est comme elles de genre et d'ordre 3. L'étude des 
intégrales de l'équation (A, IV) se ramène à celle de la fonction entière de genre 4. 

Les intégrales de l'équation en « déduite de l'équation (B, IV) sont régulières 
en dehors des deux points 0,©. Par le changement de variable (x, e7), l'intégrale 
générale devient une fonction entiére de genre infini. La dérivée logarithmique 
satisfait à une équation telle que 


Il 


(y^ — Y + 4^ (y'—y) + «e (y! — y} + Be*(y — y) + ye + der y =o: 


* Acta mathematica, 1904. 
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on obtient de méme l'ordre de grandeur de cette fonction entière. Pour «o, 
le module maximum sur la circonférence de rayon r, M (r), croît, si r est suffisam- 
ment grand, comme e" ^". h désignant une constante: l'équation (B, IV) est alors 
transformée de l'équation (A, V). Pour «=o, l'équation (B, IV) est transformée 
de l'équation (A, III). Pour 0, le module maximum M (r) croit comme c^ ; 


2 . "ig i 
pour f=0, yz o, comme er’, pour 9 —y —0,0 70, comme ehe:”, Ces résultats 


i 





concordent avec ceux que M. Bourroux a obtenus directement sur l'équation (A, III). 

Les intégrales de l'équation en u deduite de l'équation (B, V) sont regulieres 
en dehors des pôles de p(x) et du point =». Avec la nouvelle variable 
X — 4p (x), elles sont régulières en dehors des trois points o, 1, ©; et parle nouveau 
changement de variable X — q(3). (3) désignant la fonetion modulaire, elles 
deviennent des fonctions de £ holomorphes au-dessus et au-dessous de l'axe réel, 
qui est pour elles une coupure essentielle. 

Remarquons encore que l’integrale générale de chacune des deux premières 
équations du troisiéme ordre (23) est fonction transcendante de deux constantes 
d'intégration et fonction rationnelle de la troisième: au contraire l'intégrale générale 
de chacune des quatre dernières équations (23) est fonction transcendante des trois 
constantes d'intégration (parce que l'intégrale générale de l'équation y"— 23? + xy - a 
est fonction transcendante des deux constantes d'intégration et du parametre «). 

Signalons enfin des transformées algébriques des équations (A), du second | 
degré comme les équations (B), et curieuses en raison de leur élégance: 


2.0 — 9 





ly 16i Lar ail pit age 





IT y'—23? + ay +B + 2i(y — e) Vy? — yt —ay* 28y —?, 


III y"=ay +P+2 . Vy"? — ay? — 28y — y, 








Va — ay? — ay? — 28y 7: 


Ó 
sin ax 


SU 


| Vi i oy De 





| > 
| Wy cou. tego ek ly 
| Vy'=2y tay+ß+ztgz ly 


Les quatre premiéres équations sont des dégénérescences de la cinquiéme. 
L'équation (C, V) est transformée de l'équation (A, VI), les équations (C, IT) et 
(C, IV) sont transformées de l'équation (A, V), l'équation (C, I) de l'équation (A, IV), 
et l'équation (C, III) de l'équation (A, ITI). Dans les équations (C) l'élimination 
du radical conduit à des équations du troisiéme ordre de la forme (7), admettant 

yw 


comme simplifiée y" = 
y 


w 
- 
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10. Les équations à points critiques fixes qui admettent comme équations 
réduites les équations IT, IV, V, VII se raménent à des équations du second ordre 
connues par les recherches de M. Parr EvÉ et de M. Gamprer. Chacune admet 
en effet comme équation réduite au voisinage de la valeur y— l'équation du 
second ordre, intégrale premiére de l'équation réduite du troisiéme ordre, dans 
laquelle on a annulé la constante C. 

Il en est de méme des équations à points critiques fixes admettant comme 
équations réduites les équations VIII et XIII, à l'exception d'équations qui se 


x ; 
raménent aux trois types 


y" —6y*y' + i2zyy + 4(6 —oa)y t 4Y + 47Y, 
y" —1i29y + by — 62, 


Il 9 
(1^ ONE À 
glen aaa! E there QUI 1a 

a 


La premiere équation est l'équation (A, IV) différentiée de facon à éliminer la 
constante 9. La deuxième et la troisième deviennent par la transformation 
(y,— y) et par integration, des équations du troisième ordre admettant comme 
équation réduite l'équation I. 

Les équations à points critiques fixes admettant comme équation réduite 
l'équation VI se raménent à l'équation 


(24) y" —yy' + 5y%—yy' + 3ay t ay a, 


a désignant une intégrale de l'équation 


12 


"m "PEN ee a? s 
a aa, d'où =. xa + 6 etg —r2piz-ys-—zs— 
) 


D 


L'équation (24) admet l'intégrale première 


5, 


a o n "n 
32) + 4 (y — y) (ay a! y a") 


2 


D 1\9 8 249 E 
(y—yy —y x ay + a — (y —yy [y + + 


2 
J 


+ 4a? 4? + gzaaly + 2a? 4- C. 


L'intégrale générale de cette équation du second ordre a ses points critiques fixes, 
et est fonction rationnelle des deux constantes d'intégration: on sait par suite la 
ramener aux équations linéaires. y s'exprime en fonction rationnelle de a, de ses 
dérivées, et des dérivées logarithmiques premiere et seconde de l'intégrale de l'équa- 


tion linéaire et homogene 





VB+C 
0" — q 0 aie c 3+0 ü. 


2 
>) 


y est fonction transcendante de Ja troisieme constante d’integration. 
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Les équations à points critiques fixes admettant comme équations réduites 
les équations IX et X se ramenent aux deux équations 


9 ! 


y" + 6y? = 18 (y + y?) (y + 3Y°) + e, 


y" = by? y' + CHA 3 (y + y. 
II 

Je n'ai pas intégré ces équations. Elles ont cette propriété partieuliere, que leur 
intégrale générale possede deux familles de póles simples mobiles, dont les résidus 
sont incommensurables l'un à l'autre. Mais cette propriété n'est pas essentielle, 
elle n'appartient plus aux équations transformées en y'+y?. Il est vraisemblable 
que les intégrales de ces deux équations sont uniformes, mais ne sont pas des 
fonctions nouvelles, qu'elles s'expriment par les fonctions elliptiques par exemple. 

ir. Les équations à points critiques fixes admettant comme équation réduite 
l'équation XI se ramènent au systeme 


y= Th 2 y+z+a,z"—=62 +b (k entier >ı, non multiple de 6), 


ou 





L'intégration de l'équation réduite (a —b—o) se ramène ainsi à celle de 


l'équation linéaire 


Si k est impair, cette équation est une équation de Lams. Si & est pair, mais 
non multiple de 6, l'intégrale générale n'est pas uniforme, mais le quotient de deux 
intégrales quelconques est uniforme, et l'on sait que l'intégrale générale s'exprime 
encore (algébriquement) au moyen des fonctions p, 5,0. 

Les fonctions a et b ne sont pas arbitraires. Evidemment la fonction b est 
linéaire. Quant à la fonction a, des considérations d'homogénéité montrent qu'elle 


satisfait aux équations: 


pour b—6m +2, m entier >0,a =o, 
k — 6m + 3, (REESE 
k — 6m + 4, a' —aa*-4 Pp 
k-6m +5, a" — caa! + gb, Vou a" = + Bb + y, 


" 


«, 3,7 désignant des constantes numériques. Dans ces quatre cas, la fonction a 
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est done un polynome, une fonction elliptique ou s'exprime par les intégrales de 
l'équation y" = 6y? + x. 

Si k est de la forme 6m +1, m entier >o, la fonction « satisfait à une 
équation présentant la méme homogénéité, mais d'ordre égal à 5. Par exemple, 
5a 


6 , cette équation est 
16 


pour £ — 7, aprés la substitution |a, 5; 


a* — 15a a!" + 75 a! a" — 45 a -- ba - 20a, b=ax+f. 


2 


Je ne l'ai pas intégrée. Rappelons que l'étude des équations à points critiques 
fixes du second ordre et du premier degré a mis en évidence un fait curieux: les 
coefficients des équations canoniques auxquelles elles se ramenent sont arbitraires, 
ou, s'ils ne sont pas arbitraires, sont des fonctions uniformes classiques, ou enfin 
sont des fonctions uniformes intégrales des équations irréductibles (A): la théorie 
des équations différentielles à points critiques fixes a ainsi une application en elle- 





méme. La nature des équations différentielles que nous obtenons pour k — 6 + 4, 
6m + 5 confirme cette remarque. L'équation obtenue pour £ — 7 est, en tout état 
de cause, introduite dans l’ Analyse par la théorie des équations différentielles à points 
eritiques fixes, mais il semble qu'elle a son intégrale généralé uniforme, et il est 
possible qu'elle se raméne aux équations connues. 

Enfin, pour k>7, la fonction a satisfait à d'autres équations différentielles, 
dont le nombre croît avec b, et qui la simplifient. 

12. Considérons maintenant léquation 


XI oy" =2yy"—3y" + os (6y'—y?)?, k entier > 1,<6,ou k— c, 


qui, pour k=, devient l'équation III, et les équations à points critiques fixes 
qui admettent cette équation réduite. Par des quadratures, et par l'intégration 
d'une équation de RICCATI, on peut annuler dans ces équations les termes en 7" 
et y?, et les termes complémentaires sont alors: pour k —2,ay + b; pour k — 5, 
b, a et b désignant des fonctions analytiques de x; pour k différent de 2, 3, il 
n'y a pas de termes complémentaires. 

L'équation XII a la propriété de ne pas changer quand on prend pour nou- 
EE, ; AD—BC 6C 
6225p: et qu'on remplace y par (Cz + Dy VE DÀ 
désignant quatre constantes arbitraires. Cette propriété permet de déduire d'une 
melas T M6€-- 
(Cat Dy’ \Cxz+D] Cx+D’ 


et nous conduit à considérer la fonction dont y est la derivee logarithmique, ou 


velle variable A,B,C,D 


intégrale particuliére y — f (x) l'intégrale générale y= 


une puissance de cette fonction. 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 23 novembre 1910. H 


246 Jean Chazy. 
L'équation XII admet les intégrales particulières: 


your k fini, y — Ko er d'où 7 =— PN 
I "MT TOIT A DUEB. I aly Be 
6 B 


pour k=o, y=— x + À nr (a + Ay" 


qui ne suffisent pas à donner l'intégrale générale. L'intégrale générale admet, si est 


M : X . > k—6u,, 1 
fini, une famille de póles simples de résidu . Posons y = —— —: l'équation 
2 


2 2 14 
XII devient 


| 3k(E—2), », 
25 a wl PONES ETS DEN AP gle 
(25) wu (k — 2) ww + BENG) u 


l'équation complete pour k—2 devient 
IV I b 9 r : aen o 
wa —awuw ---1*, équation linéaire; 
> 


et l'équation complète pour k= 3 


2 que Bey 
MAY TH lr —— “bu, 
2 3 
d'oü, par dérivation, 
; 2 f CERE ; SAM 
wu’ = —-(2buw + bw), équation linéaire. 
2 


J 


L'équation (25) a la propriété de ne pas changer quand on prend pour nou- 
Ag + 

Ox +D 
l'intégrer par des fonctions analogues aux fonctions thétafuchsiennes. 


12 
velle variable , et qu'on remplace w par u(Ca + D)6-r: on peut espérer 


: x RT s : 
Rendons la fonction u homogene de degré Gp Pa rapport à la variable 
ST 


x et à une nouvelle variable ®,: l'équation (25) se transforme en l'équation 


aux dérivées partielles remarquable 


(26) T4 759: 


0* at 0* qt au du dtu |? 
3 SUD T3 N 
? 10220%° 


; ees : ue Su : NNI 
Notre probléme revient à la détermination des intégrales homogenes de degré GI 
: mn 


de cette équation aux dérivées partielles, et distinctes des intégrales particuliéres 
rk 12 
u = (Ax + Ba) (Cx + Dr), v —(Ax 4 Ba,)-*. 
2 
6—k 
Pour k— 2, l'intégrale générale de l'équation (25) est un polynome du troisième 


Pour k=2,3,4,5, la fraction a les valeurs entiéres positives 3, 4, 6, 12. 


Sur les équations différentielles du troisième ordre à points critiques fixes. 347 


degré à coefficients arbitraires; pour k—3, elle est un polynome du quatrième 
degré, dont les coefficients satisfont à la relation S — o. Il existe de méme des 
polynomes de degrés 6 et ı2, dont les coefficients dépendent de quatre para- 
mètres, et dont le covariant (26) est identiquement nul.! Une transformation 


homographique de la variable permet d'écrire ces polynomes de degrés 4, 6 et 12 


1% + 21 V3 x? +1, 
TM cl m. 


m" + zx af — x. 


(27) 


Inversement l'intégrale générale de l'équation (25) se déduit de ces intégrales 
particulières par une transformation homographique de la variable. Ainsi, pour 
k—2,3,4,5, l'intégrale générale de l'équation (25) est un polynome, et par suite 
celle de l'équation XII est rationnelle. 

Les racines des polynomes (27) ont comme représentation sur la sphere, dans 
le mode de représentation des points du plan complexe sur la sphére introduit 
par RrEMANN, les sommets du tétraèdre régulier inscrit, les sommets de l'octaédre 
inserit, ou les centres des faces du cube circonscrit, les sommets de l'icosaédre 
inserit, ou les centres des faces du dodécaédre circonserit. Par les substitutions 

Op ps 
rat 


—— | faisant partie des groupes des polyédres inscrits correspondants, les 
yin à 
at i 


12 
polynomes se reproduisent, divisés par (y; + 0;5—^. Rendons-les homogènes. Il 
résulte que le polynome wx, (a!? 4- 112° x,°—.v,"") est inaltéré par les substitutions du 


groupe correspondant; le polynome xx, (x! + $,*) est inaltéré, ou bien change de signe, 
12 
car la fonction (y;x + 0;)2 a deux valeurs égales et de signes contraires; la fonc- 


12 
tion (y;x + 0;)3 a trois valeurs, et le polynome x! + 27V 3 x°x,° + x,* est multiplié 


par une racine cubique de l'unité. Nous coordonnons ainsi des résultats? dont 
le lien n'était pas apparent. On peut d'ailleurs adjoindre aux polynomes (27) 
comme solution de l'équation (25) pour & — 2 le polynome x° + 1. Ce polynome 
rendu homogéne, par les substitutions du groupe correspondant, est multiplié par 
une racine quatriéme de l'unité: effectivement par les substitutions du groupe 
du dièdre, la forme fondamentale a^ + 2,” est multipliée par une racine quatrième 
de l'unité, si n est impair; par une racine carrée, si n est pair. 

Les polynomes (27) ont une propriété qui se rattache à la précédente, et 
qui par analogie va nous conduire à l'intégration de l'équation (25) pour k>6. 


1 Cf. Kram, Vorlesungen über das leosaeder, p. 57: 
SPI DS 1,5525 7: 
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Ils font partie des solutions du probléme traité par HALPHEN: déterminer tous 
les systémes de polynomes à une variable X, Y,Z, tels qu'on ait l'identité 


(28) X" 4 Y" 4- Ze — o, 


m,n,p désignant trois entiers positifs. Il est clair que d'une solution on peut 
déduire une infinité d'autres, en y remplacant la variable par une fraction rationnelle 
en une nouvelle variable: HALPHEN appelle primitive une solution formée de trois 
polynomes, dont les degrés ne peuvent étre abaissés par le procédé inverse. Les 
identités entre solutions primitives sont en nombre trés restreint: ce sont seule- 
ment celles que l'on rencontre dans la théorie des groupes linéaires finis. Les 
entiers m,n,p correspondants sont 2,n,2 (groupe du diédre); 2,3, 3 (groupe 
du tétraédre); 2, 3, 4 (groupe de l'octaédre); 2, 3, 5 (groupe de l'icosaédre): et dans 
ces trois derniers cas, les polynomes d'exposants 3,4,5 peuvent, par une trans- 
formation homographique de la variable, recevoir les formes (27). Pour toutes 


: IP DE T 
ces solutions, la somme — + = + ; est plus grande que 1. 
mn mp ; 

HALPHEN a obtenu de méme des fonctions uniformes satisfaisant à l'identité 
hc SR I5 ARE eT 7 2 
(28) dans les cas, en nombre limité aussi, oü la somme mU + est égale à 1: 

} p 


ce sont des fonctions entiéres de la théorie des fonctions elliptiques. Et il a obtenu 
enfin des fonctions uniformes satisfaisant à l'identité (28) dans les cas en nombre 


LA e PA TAT í : iri 
infini où la somme — + ai 5 est plus petite que r:! ces fonctions ne sont définies 
qm Vai 


que dans un cercle dont la eirconference est coupure essentielle. Elles dérivent 
des fonctions de Scuwarz de la facon suivante. 
Soit l'équation hypergéométrique de Gauss 





d?z dz 
t(1—t) 4 + (y — («B4 nt —a«pzz-o 
( Te Ger" )t) "it | 
avec 
I I I I Sou T I I I I 
Gl te SIDE: ,ŸY=I——) 
2 M mam 2 Tow ID m 


ne : : 2: : TET 
m,n,p désignant trois entiers positifs tels que l'on ait + = + 5 «m oU SEI. 


HALPHEN considère les deux intégrales particulières qui, pour |t] > ı, se représen- 
tent ainsi: 








a 
t , 


z-—i-?F|98,8—»--x,6 cni) ont eo rena B rs 


1 Comptes Rendus, 4 avril 1881. 
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"UL a HEN a 2i (t) : : 
F désignant la série hypergéométrique. Si l'on pose a = (b , la fonction {(x) est 


n » ^ ° ^ 7L 7L 
une fonction de SCHWARZ, dont le triangle fondamental a comme angles "Dieu 
m 


elle est holomorphe dans un cercle dont le centre est à l'origine, et dont le rayon 
s'exprime au moyen de la fonction 7' (loc. cit.); la circonférence est pour la fonction 
t(x) une coupure essentielle. 
Formons les trois fonctions: 
1 1 Inu 1 


X(x)=(—#mams, Y (x) — (t—1)' z^), Z(x) zn? 


\ 


Ces trois fonctions satisfont à Videntité (28): elles sont définies dans le méme 
cercle que la fonction £(x), admettent la circonférence comme coupure; elles sont 
holomorphes dans ce cercle: il suffit de le constater au voisinage des valeurs 
(— 0,1,co, puisque, |a| restant fini, z(/) ne peut s'annuler pour une autre valeur 
de t. Les fonctions X, Y, Z admettent respectivement comme zéros simples les 
points où la fonction £(v) atteint les valeurs 0,1,%. Si m,n, étaient des 
entiers positifs tels que l'on eût 59-0, les fonctions X, Y, Z obtenues par ce 
calcul seraient les polynomes, ou, en passant à la limite, les fonctions entiéres 
satisfaisant à l'identité (28). HALPHEN a remarqué que, si l'on considére les trois 


; 2 : 3 ; I I I 
fonctions X, Y, Z comme des fonctions homogènes de degrés — —; D ——À 
P mb np pp 





comme dans les cas où, ? étant négatif, elles sont des polynomes, et si l'on cal- 
cule leurs invariants et covariants, ces invariants et covariants s'expriment au 
moyen des fonctions X, Y,Z elles-mémes. Et il arrive que le covariant (26) de la 
fonction Z, qui est nul dans les cas oü les entiers ont les valeurs: 2, BDA. 35/35 
2,3,4; 2,3,5 dot g«o, est nul encore pour fj » o, sim et n sont égaux à 2 
et 3, et si p est un entier quelconque plus grand que 6. Le degré d'homogéneéité 


de la fonction Z(x) est zs 


Une intégrale particuliere des équations (25) ou (26) est done la fonction 
Z (x) construite avec les nombres 2,53, £, et vérifiant avec les fonctions associées 
X (x), Y (x) l'identité 
XE + PS + Zh. 


Son développement au voisinage de l’origine se calcule de proche en proche: 











le rayon du cercle de convergence, qui est coupure essentielle, a comme carré 
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: A (xl ’ : r = is ai r Fe iis = 5 EE P zi 3 fe = a 
> Ga | F ES 3 =) x ka er nn 5 EE i zi N iS 2 zi 


Pour k — 1, cette expression est nulle. Pour k=2,3,4,5, elle est négative: elle 


est en effet le carré du rayon du cercle orthogonal à un triangle d'ares de cercle 


5 TH 7t I 
dangles — ; —; 


2: B MEM 
développement s'arrête au second ou au troisième terme, et se ramène par une 


ce cercle est imaginaire pour les valeurs de k considérées; le 


transformation linéaire de la variable à l'un des polynomes considérés précé- 
demment. Pour k=6, le rayon de convergence est infini; le développement n'est 
autre que le développement à l'origine de la fonction o (x;0,— 4). Pour k>6, 
le rayon de convergence décroit; lorsque k croît de 6 à ©, l'expression donnée 
de ce rayon décroit constamment de la valeur c à la valeur r. 

Il est clair que, pour obtenir l'intégrale de l'équation (25) et par suite celle 
de l'équation XII pour % fini, il suffit dans la définition de la fonction de SCHWARZ 


L(x), de substituer aux deux intégrales de l'équation hypergéométrique 


i) U 2 =o 
216 jJ dt 36 k°}4 St: 


choisies par HALPHEN deux intégrales distinctes arbitraires z et z,. Les fonctions 
12 


642 
w(x) — 21-9, y(x) =~ E 5 





c 
~ 

tw 

wl rw? 
— 
H 

I 


sont les intégrales générales des équations (25) et XII. 


Elles admettent pour k>6 une droite ou une circonférence mobile comme coupure 
essentielle, et ne sont définies que dans la région variable du plan située d'un 
côté de la droite, à l'intérieur ou à l'extérieur de la circonférence. L'intégrale 
générale y(x) est méromorphe dans cette région: elle admet les pôles de la 


; : ^ : AN k—6 ARS 
fonction {(x) comme pôles simples de résidu .—. Quand elle est définie à 


l'extérieur de sa coupure, elle est régulière et nulle au point + — c, et admet au 
voisinage un développement de la forme 


6 0 p 


9 WU 6j (x + A) ze: A) D + 


dans lequel la constante A et les coefficients «, sont arbitraires. 

L'intégrale générale u (x) est holomorphe dans la région où elle est définie, 
sauf en général au point r — ©, comme le montre le développement en produit 
infini déduit de la série précédente: 


12 a 1 23 1 
u=(x + A)e—k e&-k (+4)? + sn Eat 
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Si elle est définie à lintérieur de sa coupure, ou si la coupure est une 
droite, elle est uniforme. Si elle est définie à l'extérieur de sa coupure, 
elle n'est pas uniforme en général; une détermination de Vintégrale, suivie 
le long d'un chemin qui tourne une fois autour de la coupure dans le 
EI 
sens direct, est multipliée par e .6—. Quand la coupure circulaire se réduit 
à un point, v=o, lintegrale se réduit à l’une des intégrales particulières 
6+% 12 
u — ak (v + C), wu —a5-^, dont les déterminations, suivies le long d'un chemin 
qui tourne autour du point «=o, sont multipliées par le méme facteur. Les 
intégrales de cette seconde catégorie ont un nombre de branches égal au déno- 


minateur de la fraction irréductible égale à elles sont uniformes pour 


SEZ). 
6— k’ 





71,8), 9410, 12, 18. 

Pour k—, l’intégrale générale de l'équation III est encore donnée par 
6 dz 
2 dx 
admet une droite ou une circonference mobile comme coupure essentielle, et est 


l'expression y (r) — . comme on peut le vérifier par un calcul direct. Elle 


holomorphe dans la région oü elle est définie. Quand elle est définie à l'extérieur 
de sa coupure, elle est nulle au point + —, et admet au voisinage un déve- 
loppement de méme forme que précédemment. La fonction Y — f'ydx—6 log z 
est l'intégrale générale de l'équation 


(29) Vive ln Ale 3 y". 


qui peut être deduite de l'équation (25) par un passage à la limite pour & — =. 
Si lintégrale Y (v) est définie à l'intérieur de sa coupure elle y est holomorphe 
et uniforme. Si elle est définie à l'extérieur de sa coupure, elle n'est pas holo- 
morphe au point r — o; et est une fonction multiforme avec période, comme le 
montre son développement en série: une détermination de lintégrale, suivie le 
long d'un chemin qui tourne une fois autour de la coupure dans le sens direct, 


est augmentée de la période — 12x41, comme les determinations de l'intégrale 
€ 
particulière Y ——6 log x + : 


Pour k— ©, les nombres m,n, p sont 2,3,o»: on peut choisir les intégrales 
z et z, de facon que leur quotient soit celui de deux périodes distinctes de l'inté- 
grale elliptique admettant r— 1 comme invariant absolu; la fonction de Scrwarz 
correspondante est la fonction modulaire J (x) de M. Kner. M. KLEIN a souvent 
aussi considéré les fonctions de SCHWARZ aux nombres 2,3,: on sait qu'elles 
sont fonctions uniformes de la fonction J (x). Les fonctions (x) sont des fone- 


tions thétafuchsiennes, ou analogues à des fonctions thétafuchsiennes, et M. 
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POINCARE les signale à ce point de vue dans ses Mémoires des Acta mathematica: 
aa + B; 


LS d'un groupe fuchsien, dont le polygone fonda- 
Hero [ 5 


par les substitutions lv. 


12 

. jt 7L ‚TIL . ; + .r N LE 

mental est un triangle d’angles =; ^: RO la fonction « est multipliée par (7; a+ 0;)*—5. 
c) 

L'exposant est entier pair, et la fonction u est thétafuchsienne pour k= 7,8,9,12. 

M. PorwcaRÉ a d'ailleurs indiqué des solutions uniformes de l'identité (28) plus 


générales que les fonctions X, Y,Z. 





. ve : k+60' x 
La fonction v, définie par l'équation y = — -—— ,» et rendue homogéne de 
= : 
i UX2 MEAE À ; : A à à 
degré - me: satisfait à la méme équation aux dérivées partielles que la fonction 
Sun 


er De : N WET? » : 
4. L'intégrale générale homogene de dégré de l'équation (26) est done 
= 6+k 
12 6—k I2 
v(2)—z "+6 — w5*^, u désignant une intégrale homogène de degré GE: Cette 
yes 
intégrale v(x) admet, pour k>6, une coupure circulaire mobile, et est définie à 
l'intérieur ou à l'extérieur de cette coupure, suivant les valeurs des constantes 
d'intégration. Dans les deux cas, elle admet comme points critiques algébriques 
les zeros de l'intégrale correspondante w(a): autour de chaque point critique, 
et dans l’ensemble de la région ot elle est définie, elle acquiert un nombre 





. NC ; ; a eeu mr S UE 
de déterminations égal au dénominateur de la fraction irréductible égale à Tue 
> 


T a ge x , I2 , : 
Nous avons ainsi obtenu l'intégrale homogène de degré 6 x de l'équation 
QE 





aux dérivées partielles (26), pour les valeurs de N entiéres, positives ou négatives, 
à l'exception des cinq valeurs: o, + 1, + 6. 

13. L'équation y" = 29y'"— 33" est l'exemple le plus simple d'une équation 
dont l'intégrale générale a une coupure essentielle mobile, et n'est définie que dans 
une région du plan variable avec les constantes d'intégration. Il y a des exemples 
classiques d'équations du second ordre, dont l’integrale générale a des points 


essentiels isolés mobiles. Ainsi l'équation 


5 2 I ; RS 
yy ————— 4 —] (gs. 9, , ^. constantes numériques) 


AP BU AV NV 
a comme intégrale générale y — p[ilog (Ax + B);9,,9,]; si 2x1 est période de 
la fonction elliptique p, cette intégrale générale est uniforme et admet le point 


© — — "7 comme point essentiel isolé. Mais d'aprés un résultat établi par M. PAINLEVÉ, 


l'intégrale générale d'une équation du second ordre, algébrique en y", y', y, ne peut 


ne 
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admettre une coupure; et il est vraisemblable que cette intégrale ne peut admettre non 
plus un ensemble parfait, discontinu de points singuliers mobiles. Nous avons vu déjà 


que la théorie des groupes automorphes a mis en evidence des équations de la forme 
Im ZUBE, 13 
Vente Yh AID 


F (y) désignant une fonction rationnelle ou algébrique de y, dont l'intégrale pré- 
sente de telles singularités. 

Il est facile de former des équations différentielles du quatrième ordre, dont 
l'intégrale générale posséde la méme propriété que celles des équations (25) et 
(29). Considérons une fonction fuchsienne y (x), admettant une coupure rectiligne 
ou circulaire, et dont y— soit une valeur singulière, la fonction modulaire 
d’HERMITE, ou la fonction J(x) de M. KLEIN, par exemple: y satisfait à une 
equation du troisiéme ordre de la forme que nous venons de rappeler. La fonc- 
tion fydx satisfait à une équation différentielle algébrique du quatrième ordre: 
les intégrales de cette équation, définies à l’intérieur de leur coupure, sont uni- 
formes; les intégrales, définies à l’extérieur de leur coupure, sont des fonctions 
multiformes. Dans le même ordre d'idées, M. Kirin a formé des équations du 
troisième ordre, dont l'intégrale générale, pour certaines valeurs des constantes 
d'intégration, est définie seulement dans la région du plan comprise entre deux 
coupures cireulaires concentriques, est holomorphe en tout point de cette région, 
et acquiert une infinité de déterminations autour du petit cercle 

L'équation XII, pour £76, est intéressante encore au point de vue de la 
notion de simplifiée. Il est évident que, si l'intégrale générale de la simplifiée 
d'une équation à points critiques fixes, a des singularités essentielles mobiles, 
il en est de méme de l'intégrale générale de l'équation elle-même. Mais, pour 
les équations à points critiques fixes du second ordre que l'on a formées jusqu'ici, 
la réciproque est vraie. Nous avons l'exemple d'équations du troisième ordre 
dont la simplifiée y" — o a son intégrale générale rationnelle, et dont l'intégrale 
générale a une coupure essentielle mobile. 

Les fonctions X, Y, Z ont permis à HALPHEN d'intégrer différents systèmes 
d'équations jouissant d'une propriété d’invariance analogue à celle de l'équation 
XII. Le plus simple avait été indiqué par M. Darsovx: 


Y'a an Y'a = U» Vs; y's TUE y = Ya Vi» y is y, = Yı ya. 


L'équation III est l'équation transformée de ce système en y, +y, t y;.! Les équations 
transformées en y, ou y, + y, et leurs simplifiées donnent lieu à la même remarque. 





' HavpeHEN a donné la représentation d'un système particulier d'intégrales Yı,Ya,y; au 
moyen de séries de la théorie des fonctions elliptiques (Comptes Rendus, 13 juin 1881): on en déduit 
un développement à loi de récurrence simple qui représente une intégrale de l'équation III. 
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Signalons une équation formée! autrefois par JAcoBr et qui offre une parti- 
cularité analogue: 
(30) V(yy" -3y y Y) —" (16y? y" — x). 
La simplifiée de cette équation, obtenue en supprimant — r?, a comme intégrale 


Cz+D 
generale y — (Av + B)e?* * P, 4, B, C, D désignant quatre constantes arbitraires: 
ER : jo Bo e 
cette intégrale générale admet done le point essentiel isolé x — — "E L'intégrale 
générale de l'équation (30) a au contraire une coupure essentielle mobile. Des 
7t 7t 7L 
PY Do CE TE 
tions de JAconi, considérées comme fonctions du rapport des périodes de l'intégrale 


intégrales particulières sont les expressions suivant les nota- 


elliptique. La premiere fonction, par exemple, est définie par la série 
> a E 
] 25 = I + geld a 2 etiTaæ 4L 2 ir ++, 
TT 


et définie seulement dans la région du plan où cette série converge, c’est-à-dire 

au-dessus de l'axe réel, qui est pour la fonction une coupure essentielle. D’ail- 

leurs d'une intégrale particulière y — f(x), on déduit l'intégrale générale 
Cx D Aig B. 

Vis VAD—BO / ee D 


droite définie par l'équation 


elle admet comme coupure la circonférence ou la 


partie imaginaire de PR MES [o 
Cx + D 

Enfin l'exemple de ces diverses équations montre que la théorie des 
groupes automorphes ne permet pas seulement d'intégrer les équations différen- 
tielles de la forme classique que vérifient les fonctions fuchsiennes et kleinéennes: 
elle est utile encore à l'intégration d'autres équations du troisième ordre, de 
forme toute différente. Il serait d'ailleurs intéressant de rechercher a priori des 
fonctions f (x) qui, par les substitutions ls. m n E d'un groupe automorphe, soient 

Aah t 

altérées de facon simple et deviennent qg[/(x), ix + di, 0%, Pi, yi, Oi]; les fonctions 
/(x) pour lesquelles la fonction y est homogène de degré zéro en y;v + 0;, ci, Pi, yi, di, 
vérifient des équations différentielles du troisiéme ordre, transcendantes en général. 

14. La solution du probléme que nous avons posé dans ce chapitre présente 
aux n° ro et 11 trois lacunes. D'autre part je n'ai pu décider si les équations 
(18) et (20) ont leur intégrale générale uniforme. Avant d’insister sur Ja difficulté 
que présente la solution de cette question, il est utile de faire quelques remarques 
au sujet des équations réduites que nous avons intégrées. 
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D'aprés la maniére dont elle a été obtenue, l'équation réduite 


(17) y! —ay*y + by y cp y dur 
^ h : hun 
admet le groupe de transformations à deux paramètres x, et « (w,y; x, + «x, |: 
[64 


l'intégration de cette équation doit done se ramener à celle d'une équation du premier 
ordre, suivie de deux quadratures. En effet la fonction u ne change pas par ce groupe 


; . eec »4 ee ho 
de transformations, la fonction v définie par l'équation + -uvdu ne change pas 
1 


non plus, et ces deux fonctions sont liées par l'équation différentielle 


(31) an (A +z) (24 +1) v? —[(A + 1) a + 6] uw? — eu — d]v? + [(44 + 3)u—a]r®. 


Inversement, nous avons intégré directement onze équations réduites; nous dé- 
duisons de cette intégration l'intégration des équations du premier ordre corres- 
pondantes: w et v sont exprimés en fonction de la variable x, + «^x et d'une 
constante d'intégration. u? et v dans le cas de l'équation XIII, u et v dans les 
dix autres cas sont des fonctions uniformes de x, et de la constante d'intégration 
si elle est convenablement choisie: dans les onze cas, la relation établie entre 
v et u, ou entre v et w?, par l'équation différentielle (31) est ainsi uniformisée. 


Les cas d'intégrabilité de l'équation 
(32) ecol umso Ry TS, 


P,Q,R,S désignant des fonctions de x, sont assez particuliers:! il peut être 
intéressant d'en ajouter quelques-uns. 

L'équation transformée en u? de l'équation XIII, en w de chacune des dix 
autres équations réduites que nous avons intégrées, est une équation du troisiéme 
ordre dont l'intégrale générale est uniforme, et de la forme simplifiée, puisqu'elle 
ne change pas si l'on change x en x, + «^x. L'étude des intégrales d'une équa- 
tion du second ordre et du premier degré au voisinage d'une valeur singuliere 
se raméne ainsi au probléme de la formation des simplifiées, et par suite au pro- 
bléme de Briot et BovQuzET. Mais ici l'équation simplifiée est le résultat de l'éli- 
mination de y^ entre les deux équations 


! Voir Arr&ELL, Journal de Liouville, 1889; Darsoux, Theorie des Surfaces, t. IV, note VI. 
Dans le 62° cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique, M. R. LiovvinLe intègre par une quadra- 
ture l'équation renfermant les mêmes termes que l'équation (31), sous deux conditions entre les 
six coefficients: parmi les quatorze équations réduites de la forme ( 17) que nous avons à considérer, 
les équations VIII et XIII sont les seules dont les équations transformées satisfont aux deux 
conditions de M. LrovviLLE. 
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I! 1 £ 
ES t [3 (4 -- 1) vy —a]— + (A * x) (24 1)? — [(4 4- r)a + 6]? — cu —d — o, 
(33). 
‘ 1 A3 "L3 (44-1)? au" : fe ; . 
E ;d Mos UE 2 Be +3(A+ 1) wu — [(A+2)a+25b] uu — cu=o. 
y^ UE 


ll: elle n'est done 


Rendue rationnelle en «",«",w', elle est du second degré en u 
pas de celles que nous avons formées précédemment. Ici encore, de l'intégrale 
générale de chacune des équations réduites, nous déduisons l'intégrale générale 
de l'équation transformée en u, et nous remarquons d'abord que les fonctions 
classiques qui permettent d'intégrer les équations simplifiées du troisième ordre 
et du premier degré dont l'intégrale générale est uniforme, ne suffisent pas à 
intégrer celles du second degré. Pour intégrer celles-ci, il faut ajouter aux fone- 
tions que nous avons énumérées des fonctions thétafuchsiennes et méme des 
fonctions plus générales, ainsi que la transcendante définie par l'équation de 
Riccatt y! — y? + x, ou celle définie par l'équation linéaire /" + x£— o. 

M. PaixLEVÉ a indiqué un procédé de reduction! des équations simplifiées 
du troisiéme ordre dont l'intégrale générale w(x) est uniforme, de degré quelcon- 


MS d da : RE On | à 3 Ast 
que: si l'on pose m log ju la fonction w(u) satisfait à une équation diffé- 
dat 3 du 


rentielle du premier ordre, et les intégrales de cette équation ne peuvent avoir 
de points critiques mobiles, puisque l'intégrale générale u(x) est uniforme, où 
elles aient une valeur finie.? Si l'équation simplifiée considérée est du second 


n 


; » : : x P dw 
degré en u", l'équation du premier ordre est elle-même du second degré en dul 


dans le cas où la valeur w— co n'est pas racine impaire du discriminant, et l'on 
peut évidemment considérer ce cas comme le cas général, cette équation n'a 
pas de points eritiques mobiles: et l'on sait ramener l'intégration d'une équa- 
tion à points critiques fixes du premier ordre à une quadrature ou à l'inté- 
gration d'une équation de Rıccarı. Mais, dans l'équation du premier ordre 
obtenue à partir de l'une des équations simplifiées que nous considérons ici, la 
valeur #— est racine impaire du discriminant; la transformation qui chasse le 
radical conduit, non à une équation de Rrccarr, mais à une équation de la forme 
(32), par exemple à l'équation (31). Les équations simplifiées, transformées des 
équations réduites de la forme (r7) dont l'intégrale générale est uniforme, échap- 
pent done au procédé de réduction indiqué par M. ParNLEVÉ. 

L'intégration de l'équation (32) se ramène néanmoins à une quadrature ou 
A l'intégration d'une équation de Rıccarı, dans le cas oü ses intégrales acquierent 


! Acta mathematica, 1902, p. 74, 78. 
? CE Picarp, Traité d'Analyse, t. III, p. 70. 
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un méme nombre fini de déterminations autour des points critiques mobiles, sauf 
un nombre fini ou un ensemble dénombrable d'entre elles.! Tel est le cas des 
équations (31) transformées des équations réduites VIII et XIII: les intégrales de 
ces équations ont respectivement quatre et trois branches, sauf trois d'entre elles, 


et sont définies par les équations 


see — x) + | ofo(ue sh | 
3 =O, — = 0. 
een + | few — 4) + | 


Parmi les équations (31) correspondant aux équations réduites que nous avons 
intégrées, il en est au contraire dont l'intégrale générale acquiert autour des 
points critiques mobiles une infinité de déterminations. Soient par exemple 


l'équation réduite II, y" = 2yy" + 2y°?, et l'équation correspondante 


dv 3 SR 2 
(34) lo ctor (7uU—2)%0. 

du 
On peut démontrer que l'intégrale générale de l'équation (34) acquiert une infinité 
de déterminations autour des points critiques mobiles au moyen des expressions 
de w et v en fonction du paramètre x que nous possédons implicitement: nous 
allons donner une démonstration fondée sur la méthode de continuité. 1l est 
clair que le caractère de lintégrale n'est pas altéré au point de vue que nous 
considérons, si l'on effectue dans l'équation la substitution Lu. v; EU, PEL i 

2 €( 2L 

quel que soit le nombre & différent de zéro. Or, pour les petites valeurs de e, 
l'intégrale générale de l'équation transformée 


(34. bis) en UM CU fM) 


peut être développée suivant les puissances de e: 


^ u?du 


(i READS ae 
t—C+el 2 | E Ne 





1 Le cas où toutes les intégrales de l'équation (32) sont algébriques peut soulever des 
difficultés analogues à celles que nous signalons plus loin. Remarquons que, dans ce cas, toute 
intégrale générale u(a#) de l'équation simplifiée correspondante est fonction rationnelle de «, 
ou de e*”, ou fonction elliptique de x, ou de alog x + 8, a et f désignant des constantes. Tels 
sont en effet les résultats obtenus par M. Picarp dans la détermination des équations de la 
forme w"- w?a(w) a(w) désignant une fonction algébrique de w, dont l'intégrale générale est 
uniforme, avec cette restriction que la fonction e^ 7" wait pas de points singuliers trans- 
cendants (Traité d'Analyse, t. III, p. 66. M. Paintevi a établi que les résultats de M. Picarp 
sont encore complets si l'on léve cette restriction, 
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Si e est assez petit, ce développement converge dans le plan des w sur la circon- 


7 — C C 
férence de centre et de rayon | | 
2 k 4 


par exemple, et quand le point u décrit 


cette eirconference autant de fois qu'on veut. Chaque fois l'intégrale qui figure 
dans le coefficient de & est augmentée d'une méme quantité. D'ailleurs les 
points singuliers fixes de l'équation (34 bis) sont u — o, wu — -, wu: l'intégrale 
générale acquiert done une infinité de déterminations autour des points critiques 
mobiles. Les déterminations correspondantes de Vintégrale générale de l'équation 


: a — Ce Ce 
(34) ont des points critiques dans le cercle de centre — et de rayon Kel 
à 4 


ces points critiques mobiles admettent comme point-limite le point singulier 
fixe w= o. 

Assurément l'intégration de l'équation (34) se ramène à celle de l'équation 
de Rıccarı y' = y?-- v, nous avons ramené aussi l'intégration de l'équation XII 
à celle d'une équation linéaire du second ordre; et de méme toutes les équations 
réduites que nous avons intégrées, et par suite les équations (31) correspondantes, 
sont réductibles au sens le plus general du mot.! Il est possible encore que toute 
équation de la forme (32), transformée d'une équation simplifiée du troisiéme ordre 
et du second degré dont l'intégrale générale est uniforme, soit réductible, et s'intégre 
par les fonetions classiques, ou se ramene à une équation linéaire. Mais quand 
l'intégrale générale acquiert une infinité de déterminations autour des points 
critiques mobiles, l'intégration directe d'une telle équation est aléatoire, et il 
peut n'étre plus avantageux de la considérer. En effet, pour en obtenir la 
réduction, on est amené? à rechercher une intégrale rationnelle d'une équation 
aux dérivées partielles: c'est Ja un probléme pour la solution duquel on ne posséde 
aucune méthode générale, aboutissant nécessairement aprés un nombre limité 
d'opérations. 

15. Enfin les équations transformées en u de certaines équations réduites 
nous donnent l'exemple d'équations dont l’integrale générale est uniforme, et 
dont Vintégrale singulière a des points critiques mobiles. Rappelons les principes 
de la théorie des intégrales singuliéres. 

Considérons une équation du premier ordre 


(35) P (y', y, x) — o, 


P désignant un polynome en y! et y, à coefficients analytiques en x; supposons, 
pour fixer les idées, que ce polynome soit du second degré en y', indecomposable 


! Voir Dracu, These, Paris, 1898; PaixrEvÉ, Conférence faite au Congrès d'Heidelberg, 1904. 
? Cf. no 16, 
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pour des valeurs arbitraires de y', y et x, et qu'il ne renferme en facteur aucun 
polynome en y. Soit R(y,x) son discriminant: le polynome en y R(y, x) peut se 
décomposer en plusieurs facteurs. I’équation obtenue en égalant à zéro un facteur 
K (y, x) indécomposable et d'ordre impair, représente ou bien un lieu geométrique 
de points de rebroussement des courbes intégrales, ou bien une enveloppe des 
courbes intégrales: dans le second cas, la fonction y(x), définie par l'équation 
K(y,x)= 0, est une intégrale singulière de l'équation (35). Il est clair que, si 
l'équation (35) n'a pas de points critiques mobiles, les facteurs de la seconde 
sorte peuvent seuls exister. 

Considérons une équation différentielle d'ordre supérieur, soit 
(36) Peu a5) — 0: 
P désigne un polynome en y", yy à coefficients analytiques en x, du second 
degré en y", indécomposable pour des valeurs arbitraires de y", y, y, x, et ne 
renferme en facteur aucun polynome en y' et y. Soit K(y,y,v) un facteur 
indécomposable et d'ordre impair du discriminant: si l'équation (36) a ses points 
critiques fixes, toute intégrale non singulière de l'équation K(w',y,x)-— o est 
nécessairement intégrale de l'équation (36). Elle en est une intégrale singulière. 
Ainsi nous avons rencontré l'équation 


(B, I) y+ 4y* --2(xy —y)—0 


dont l'intégrale générale est uniforme. L'équation du premier ordre y = vy! + 2 y? 





admet l'intégrale générale y — Cx + 2C%, qui est intégrale de l'équation (B, I): 
d'ailleurs l'intégrale singulière de l'équation du premier ordre, définie par l'équa- 
y3 


: EZ ced ; : 
tion y? + — =o, n'est pas intégrale de l'équation du second ordre. Chacune 
2 


des équations (5) et (C) du n? 9 fournit un exemple analogue. 

Mais, au voisinage d'un point x, Yo, y,.... d'une intégrale singulière, le 
coefficient différentiel n'est pas fonction holomorphe de x — z,,y — y, y — yy. 
On ne peut pas obtenir, à l'aide de l'équation aux variations, des intégrales infini- 
ment voisines de cette intégrale singulière dans un domaine où elle est holomorphe, 
en choisissant arbitrairement et d'une manière indépendante les valeurs y, y',... 
de l'intégrale et de ses dérivées au point x, de ce domaine, à l'intérieur de cercles 
suffisamment petits de centres y,, y',,... Toute intégrale infiniment voisine d'une 
intégrale singulière est une intégrale singulière, non une intégrale générale. Il résulte 
que l'intégrale singuliére peut avoir des propriétés différentes de celles de l'intégrale 
générale. En particulier il y a des équations dont l'intégrale générale est uni- 
forme, et dont rintégrale singulière a des points critiques; telle est l'équation de 
CLAIRAUT que nous venons de considérer. 
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Parmi les équations d'ordre supérieur au premier, il existe de méme des 
équations dont l’integrale générale est uniforme et dont l'intégrale singulière a 
des points critiques fixes. M. APPELL en a rencontré des exemples dans une 
théorie toute différente.! L’équation 


"n9 


32*y'* —2(3r9y + y)y" + 49y* —o 


a comme intégrale générale y = 4?x° + A Bx + B?, et comme intégrales singulières 


3+2V3 


Yi CONS 


Il existe d'autre part des équations dont l'intégrale générale est uniforme 
ou a ses points critiques fixes, et dont l'intégrale singulière a des points critiques 
mobiles. Ainsi l'équation 

OP oP a ie) ER 
" 3 2 I 2 I I 4 | 
yl = — (y? + |) y — yy Va42 1 (eo 
Yay aly get uy Ye As 
P, désignant un polynome du second. degré en y à coefficients analytiques en v; 
admet l'intégrale premiere 


Vay -y1 4 4P,— y* +0, d'où 4y 4- 4P,—20y* 4 C*. 


Les points critiques de l’integrale générale ne peuvent étre que des points 
singuliers des coefficients du polynome P,, ou le point æ— o: ils sont fixes. 
Mais l'intégrale singulière a évidemment des points critiques algébriques mobiles. 

L'intégrale singuliére d'une équation du troisiéme ordre, dont l'intégrale 
générale est uniforme, ou a ses points critiques fixes, peut avoir des points 
critiques non algébriques mobiles. Ainsi l'équation du second ordre 


y'—zyy + 2iy Vy —y* —1 
TOU: een ES "Weite PEU vem s : BR 
a son intégrale générale entière: y —e4z+8 + E l'intégrale singulière 
44 
y —tg(r-- C) a des pôles mobiles. Si dans cette équation l'on pose y —z', on 
obtient une équation du troisième ordre en z dont l'intézrale générale est entière, 


et dont l'intégrale singulière a des points critiques logarithmiques mobiles. 
I 
Considérons encore l'équation transformée en u — PM d'une équation réduite 
y^ 


de la forme (17). Un calcul facile montre que le discriminant de cette équation 


transformée renferme le facteur simple 


Hr é ul? [BWA + x) v —a] 
aS (A+ 1)(24+1)u8—[(A+ 1)a + 6] uà? — cu —d 





| Journal de Crelle, 1889. 


Sur les équations différentielles du troisieme ordre à points critiques fixes. 361 


et qu'elle admet les intégrales de l'équation du second ordre obtenue en annu- 
lant ce facteur comme intégrales singuliéres, quelle que soit Ja nature, uniforme 
ou multiforme, de l'intégrale générale. En particulier l'équation en w trans- 
formée de l'équation réduite 


y" — 299" + 23, Vou y' —* + Art B, 


a, comme cette équation réduite, son intégrale générale méromorphe. Elle admet 
comme intégrales singuliéres les intégrales de l'équation 


u" (3u —ı)? 


u? 6u?(w— 1) 
La fraction du second membre ayant un póle double, ces intégrales ne sont 
pas uniformes, d’après une proposition établie! par M. ParwrLEvÉ. Reprenons le 
caleul de M. PAINLEVÉ pour en préciser Ja conclusion. Remplacons l'équation du 
second ordre par le systéme 


v?(34 — 1 
w-—v, v= nA M 
6? (21 — x) 


2 


Faisons dans ce système la substitution (w,v; eu, ev), et développons l'intégrale 
générale du systéme transformé 


u=ev, v ———--Fe(---) 
suivant les puissances du paramétre «: 


6u.” 
U=Uy +é€.64u,? log (x + C) + &(---), ge 


= RA EE (sey; 


u, et C désignant des constantes arbitraires. Si « est assez petit, ce développe- 
ment converge dans le plan des x sur une circonférence de centre mobile, x — — C, 
dont le rayon, le centre une fois fixé, peut étre choisi aussi petit qu'on veut, et 
qui peut être décrite un nombre quelconque de fois. L'intégrale générale acquiert 
ainsi une infinité de déterminations formant une suite unilinéaire; le centre de 
la circonférence est un point critique tout à fait analogue à un point critique 
logarithmique.? 

Signalons enfin le cas de l'équation (30): l'intégrale générale de cette équation 
possède une coupure circulaire mobile, et est uniforme dans la région du 


! Bulletin de la Société Mathématique de France, t. XXVIII, p. 274. 
? Voir Bourroux, Leçons sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier 
ordre p. 95 et suiv. 
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plan située à l'intérieur ou à l'extérieur de cette coupure; au contraire l'intégrale 
5 


" EN RT a ELO N N T° PE TS 
singulière, définie par l'équation Ay? — (4x + B) + 6” est algébrique. 


16. D'aprés la maniére méme dont a été obtenue l'équation 
(18) y" = y” y" — (A + I) dist ale À entier positif, 


ses intégrales ne possèdent ni points critiques algébriques, ni pôles. On a remar- 
qué souvent que les équations de la forme y" — P (y', y, x), P désignant un poly- 
nome en y' et y à coefficients analytiques en x, dont les intégrales n'ont ni points 
eritiques algébriques, ni póles, sont linéaires: dans l'étude des équations du second 
ordre et du premier degré, la diffieulté que nous rencontrons ici, ne se pré- 
sentait pas. 

L'étude de l'équation (18) peut étre remplacée par celle du systéme 


1 7 y 3,0 > 
(37) ar (+ 1) (A + 1) if? + [44 + 3) u — x] 0%, 
da Mes 
—pe-^fuvdu 
du Je i 


Si lintégrale générale y(x) est uniforme, il en est de méme de la fonction w, 
définie par l'équation y'— w)^*!. Inversement, si la fonction w(x), définie par 
le systéme précédent, est uniforme, les deux équations (33) font correspondre à 
cette fonction une fonction y uniforme. 

L'intégrale générale de l'équation du premier ordre (37) acquiert autour des 
points critiques mobiles une infinité de déterminations: comme pour l'équation 
(34), on peut démontrer ce résultat par la méthode de continuité. Cette méthode 
permet aussi d'établir que l'équation (37) est irréductible au sens le plus général 
du terme: R(v,«) désignant le second membre de l'équation (37), il suffit de 
montrer que l'équation aux dérivées partielles 


ao. OW 
+ 


du "dv dv "P 


OR OR 


= 0 


n'admet pas d’intégrale / rationnelle en v et u. L'application des théories exactes 
à l'équation (37) ne donne done que des résultats négatifs. 

Il sera intéressant d'élucider le cas de l'équation (18), et de savoir si l'app- 
lication de la première méthode de M. ParNLEVÉ, c'est-à-dire l'introduction 


dans l'équation. d'un paramètre convenablement choisi, suffit à montrer que 
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l'intégrale générale n'est pas uniforme, ou s'il faut au contraire, pour mettre en 
évidence des points critiques ou des lignes critiques d'une nature particuliere, 


avoir recours à un artifice plus subtil de la théorie des fonctions.! 


Equations à points critiques fixes de la forme y" — (y, y, y, x), où R désigne 
une fraction rationnelle en y”, y', y à coefficients analytiques en x. 


17. On sait depuis longtemps que, si l'équation y'— R(y,x), R désignant 
une fraction rationnelle en y à coefficients analytiques en v, a ses points critiques 
fixes, la fraction R est un polynome du second degré en y. De méme, si une 
équation d'ordre x», rationnelle en y™ et y®=», algébrique ou analytique en 
y —9,... 4, y, v, a ses points critiques fixes, les degrés en y'"— des coefficients 
des différentes puissances de jy? sont limités. Par exemple, dans l'équation 


(38) y? + A(y,y,x)y" + B(y',y, x) =o, 


les fonctions A, B rationnelles en y', sont des polynomes de degrés 2 et 4. 

La méthode introduite par M. PAINLEVÉ pour former des conditions néces- 
saires pour qu'une équation ait ses points critiques fixes, a eu pour résultat 
important de limiter le degré en y de l'équation y= A (y', y, x), R désignant un 
polynome du second degré en y', à coefficients rationnels ou algébriques en y, 
analytiques en x: les pôles, ou les points de ramification y — a (x) de la fraction 
R sont d'ordre r, et par suite son degré d’infinitude pour y — est 3 au plus. 
La méme méthode limite sans difficulté nouvelle? le degré en y d'une équation 
non résolue en y' et de degré donné en y": par exemple, si les fonctions A, B 
de l'équation (38) sont rationnelles en y, et si l'on suppose que l'intégrale géné- 
rale de cette équation ait ses points critiques fixes, l'intégrale singuliére pouvant 
avoir des points critiques mobiles, les poles y — a (v) des fractions A et B sont 
d'ordres 5 et ro au plus. Dans une équation algébrique en y™, y —D, „ra, 


! Dans les Lecons sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier ordre, 
M. Bourroux étudie les intégrales des équations de la forme (32), quand ces intégrales acquièrent 
une infinité de déterminations autour des points critiques mobiles. Sur des exemples simples, 
et par application systématique de la methode de continuité, M. Bourroux étudie la fonction 
multiforme en elle-même, les points critiques, les permutations de ses déterminations. Les re- 
cherches de M. Bourroux apportent une contribution utile à l'étude de l'équation (37), et par 
suite à celle de l'équation (15). 

* Toutefois on utilise une proposition d'une nature un peu différente: m et n désignant 
deux nombres entiers, si les fonctions y”, (y — 1)" sont analytiques et uniformes dans un certain 
domaine, la fonction y est elle-même uniforme dans ce domaine. 
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le degré des coefficients en jy"—? est limité de méme, en fonction du degré en 

y de la relation algébrique établie par l'équation entre y et y" —P.! 
Admettons un instant quil soit démontré que l'équation (18) n'a pas son 

intégrale générale uniforme. Ce résultat achéve de limiter le degré en y de l'équa- 


tion à points critiques fixes 


lo 
— 


= Pa Wy), 


P désignant un polynome en y", y', y à coefficients analytiques en x. Il montre 
que ce n'est pas une hypothése arbitraire de supposer que la fonction P est un 
polynome en y, plutót qu'une fonction transcendante; par la nature des choses, 
on doit attendre de cette hypothése des simplifications: de méme qu'il est plus 
simple d'étudier les équations du premier ordre algébriques en y' et y, que celles 
qui établissent entre y! et y une relation transcendante. 

C'est d'ailleurs dans le cas de l'équation (2) que le probléme de la formation 
des équations réduites au voisinage d'une valeur singuliére est le plus difficile. 
Dans tout autre cas, ce probléme n'offre pas de difficulté d'analyse nouvelle, et 
offre des difficultés arithmétiques moindres. ll est à prévoir que d'une facon 
generale le degré en y des coefficients de l'équation (8) est ainsi limité: tout pöle 
y=a(x) de la fonction B (y, y, 2) (pour y' arbitraire) est simple, et y = a (a) est 
pôle du coefficient b (y, x,) de l'équation simplifiée; tout pôle y — a (x) de C (y', y, x) 
est double au plus, si y —a(x,) est pöle double de c(y, x,), simple si y — a (a,) 
est pôle simple de c(y,x,); les fonctions a;(y, x) sont des polynomes du second 
degré en y. 

J'ai démontré la proposition suivante: soit y—a(x) un pôle des fonc- 
tions a;, B, C de l'équation (8) pour y' arbitraire; si y — a(x,) n'est pas pôle 
des coefficients b(y,x,), c(y,x,) de la simplifiée, l'intégrale générale a des 
points critiques mobiles autour desquels elle aequiert une infinité de déter- 
minations. 

Remarquons que la proposition analogue n'est pas exacte pour les équations 


du second ordre: l'intégrale de l'équation y'— -,, définie par la relation 
y 


Ay? — (Ax 4 B)’+ 1, n'a que deux déterminations. 


! Les nombres 5 et 10 sont en désaccord avec un nombre donné par M. PaixrEvÉ (Acta 
mathematica, 1902, p. 73), et qui est exact si l'on considere des équations dont l'intégrale géné- 
raie et l'intégrale singulière ont leurs points critiques fixes. Nous adoptons ici une hypothèse 
plus rationnelle: les intégrales singulieres de deux équations transformées algébriques de méme 
ordre ne se correspondent pas par la transformation; il se peut que l'une des équations ait une 
intégrale singuliere, et que l'autre n'en ait pas. 
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Si l'on suppose la valeur y= c régulière pour la simplifiée, Ja proposition 
énoncée limite le degré d’infinitude pour y— des différentes fractions qui 
figurent dans l'équation (8); en particulier, le degré d'infinitude des fractions 
a; est 2 au plus. 

Une autre conséquence est la suivante. Supposons que les deux entiers 
N,, N, relatifs dans la simplifiée à un pôle y — a (x) de l'équation complète soient 
N et (n-- 1)N, et que N soit positif. Pour étudier les intégrales au voisinage 
de la valeur a(x), faisons la transformation y — a (x) + 2%: la valeur z — o est ré- 
gulière pour la simplifiée de l'équation transformée. Si z—o était un pôle de 
cette équation transformée, l'intégrale générale acquerrait une infinité de déter- 
minations autour des points critiques mobiles, et la fonction z^ ne saurait avoir 
ses points critiques fixes. En particulier, non seulement y — a (x) n'est pas un 
pole des fractions a;fy,x), mais encore y — «(x) est une intégrale de chacune 
des équations du premier ordre y! + a; (y, v) = o. 

18. Formons comme application les équations à points critiques fixes dont 
la simplifiée a eomme intégrale une fonction fuchsienne ou kleinéenne. Soit 


WEN. rs 

Ve ty (y) 
cette simplifiée. Supposons la valeur y— régulière: la fonction F(y) a au 
moins trois póles. Dans l'équation compléte figurent des dénominations, au nombre 
de trois au plus, de la forme y + hy° + ky +1,h,k, l désignant des fonctions 
analytiques de x, et chaque valeur singulière y — « (x) doit vérifier chacune des 
conditions 

a 4 ha? 4 ka 4 0—0. 


A la vérité ces résultats ne dépendent de la proposition précédente qu'en ce 
qui concerne les póles auxquels correspond un entier N fini; mais l'extension 
en est facile aux póles auxquels correspond un nombre infini. Effectuons sur la 
fonction y une transformation homographique, de facon que trois des valeurs 
singulières a(x) deviennent des constantes: A, k,l seront nuls, les autres valeurs 
singuliéres seront aussi des constantes, nous pourrons réunir les dénominateurs 
en y' en un seul, et l'équation prendra la forme 


3 3/18 S Toi B YT E P (y) 
y=? y Je y? F (y) + y?2 Be LOL Dy + y! : 


Les fonctions B,C, D satifont aux conditions: 


2C+3B=o, 
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pour chaque pole, 5 + (: — | (s 
P(y) est un polynome du quatrième degré en y a coefficients analytiques 
en x, qui admet comme racines simples les valeurs y — à auxquelles correspond 
un entier N égal à 2, et comme racines doubles les autres. 

Si la fonction (y) a au moins quatre pôles, et si l'on écarte le cas où elle 
en a quatre et oü les quatre entiers correspondants sont égaux à 2, le polynome 
P(y) a au moins cinq racines, il est done identiquement nul. Si C était différent 


de zéro, les entiers N, qui sont plus grands que ı, devraient satisfaire à l'équa- 


: . "qs «| I + . : , : ^ 

tion arithmétique Da E — y — 2, ce qui est impossible. L'équation compléte se 
a 

réduit done a 


jh ye FY) Dy. 


Si la fonction F(y) a trois pôles, on sait que les entiers correspondants sont 
i oui ogre et t 1 E d A ; 
liés par l'inégalité > N <2 done C est nul: un seul des entiers peut être égal 
à 2, done P est nul. Nous sommes ramenés à la méme forme. 

L'équation se réduit à son équation simplifiée par le changement de variable 


qi (x) — X déterminé par l'équation 


ir 
2 (DE - 
Ju =? a ai Dg’, 
20 
ou par le systéme 
I Trump) 


=, 5 t—u=0. 
u 2 


qi 


19 


L'intégrale de l'une des équations considérées se déduit donc de l'intégrale de la 
simplifiée de cette équation par lintégration d'une équation linéaire suivie d'une 
quadrature. 

Il est tout aussi simple de former les équations à points critiques fixes 
admettant une simplifiée dont Vintégrale générale a des points essentiels isolés 
mobiles. Ces équations se raménent au systéme formé par l'une des cinq derniéres 
quadratures (12) et par une équation du second ordre en z' de la forme 


: S : ' dà ^ : 
ou bien au système formé par la quadrature z - | J et par une équation du 
i 7 
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second ordre en z 


, qui peut avoir un, deux ou trois pôles en z'. Dans tous les 
cas, l'équation du second ordre en z' a ses points critiques fixes, et par suite est 
une équation connue. Reciproquement d'ailleurs, si dans le premier système les 
intégrales de l'équation en z' n'ont comme points singuliers mobiles que des pôles 
dont les résidus sont les quotients par 27 de périodes de l'intégrale elliptique 
correspondante, l'équation transformée en y a ses points critiques fixes; son inté- 
grale admet les pöles de z' comme points essentiels isolés. Si dans le second 
systeme les intégrales de l'équation en z' n'ont comme points singuliers mobiles 
que des póles dont les résidus sont des nombres entiers, l'équation transformée 
en y a ses points critiques fixes; son intégrale admet comme points essentiels 
isolés les póles multiples de z'. 

J'ai donné précédemment des exemples d'équations à points critiques fixes 
dont Vintégrale générale a une coupure essentielle mobile, tandis que l'intégrale 
générale de la simplifiée a ses singularités non polaires fixes, ou posséde un point 
essentiel isolé mobile. Je n'ai pas formé d'équation dont l’integrale générale 
posséde un point essentiel isolé mobile sans que l'intégrale générale de la simpli- 
fiée présente la méme singularité. Il est possible qu'il n'en existe pas. D'une 
facon générale, les propriétés et les singularités d'une équation à points critiques 
fixes «se reflétent, en auelque sorte, dans celles de la simplifiée en s'affaiblissant».! 
Mais une différence apparait ici entre les équations dont l'intégrale générale posséde 
un point essentiel isolé mobile, et celles dont l'intégrale possede une coupure mobile.” 

19. Considérons enfin la simplifiée 


AES E UE 
oh ROL OR" y. plQU—Q' prs. 

: PQ'—QP': PQ! QP" 2 
P et Q désignent deux polynomes du quatriéme degré en y à coefficients con- 
stants, P', Q', P", Q" leurs dérivées par rapport à y, et les racines du polynome 
PQ'— QP' sont supposées simples et finies. Les équations à points critiques 
fixes admettant cette équation simplifiée sont nécessairement de la forme 





ED) (y ai) (y —a^) | x Ai(y =a)? + Bi(y —a* + Ci(y — a) n 
Go) y — i = y — ai 
i 3p Da" + Ha! = FE (y — os) V, u 
SF T L T y ? md y = 


* PAINLEVÉ, Notice, p. 75. 

? Voir dans les Leçons de Stockholm, p. 440, quelques points de comparaison entre les 
fonetions qui possèdent un point essentiel isolé, celles qui possèdent une coupure, et celles qui 
admettent un ensemble parfait discontinu de points singuliers. 
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i prend les valeurs 1,2.3,4,5,6, et par suite les fonctions a;, A;, B;, Ci, D, E, Fi 
sont au nombre de trente-deux. . Il est facile d'obtenir des conditions nécessaires 
pour que l'équation (39) ait ses points critiques fixes. D'une part la valeur 
y — © doit être régulière: 


SA;=0, 2£4;0;——0, > Apa; = —22Xai, 


2D t X(B;—34;a;)—0, XPF;—2F;a-XFiaà-o: 


ces conditions remplies, les intégrales de l'équation (59) ont des póles mobiles, 
et admettent au voisinage de chacun d'eux un développement de la forme 


yo Hr ra HE, 
u hs (] 


dans lequel les trois coefficients «, 7,7 sont arbitraires. Exprimons d'autre part 
que l'équation (39) admet des intégrales qui prennent en un point arbitraire x, 
la valeur singulière a;(x,), et dont le développement au voisinage est holomorphe: 


(40) y= a + «(z—2a)-c 8(x—a-»y(x—m 33x ; 


et renferme deux coefficients arbitraires, les coefficients « et 7: 
=o (j prend, sauf la valeur 7, les valeurs 1, 2,3, 4,5, 6), 


A: N I | x NS p T : " wei a) 
[5 > aa; B; + he | B; + A';— A at 





3 3 Fo 
4 A; 2 4 : 
1-1 
I : y Ci . , 10;— Qj 
D 4 — 0) B?; + B'; — Bj 
4m (1; — a; 4m q; — Aj Qum 


I! 


TE D a aS ee nl if, ea 
Ai >? A; (a; By) i 2 B; (a; a5) m LE JL XL 


I var zn „If Y 
; : ; (a; — a';) (a^; — a"; — Cj) 
—a";— Bi Ci + C; 3401 + 
di aj 


— ED (a; CEE 


4 N Aj (a^; — a';)? ate Bj(a'i = + C; (a^; — al) 
€ di d; 


+ Ea'; + Fill (a; —aj) — o. 


20. Désignons par (S) le systéme de ces trente et une équations entre les 
trente-deux fonctions à déterminer, et par (Æ) une équation de la forme (39) 
dont les coefficients satisfont au systéme (S). Nous allons démontrer que réci- 
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proquement les conditions obtenues sont suffisantes, et que les intégrales de 
l'équation (#) n'ont, en dehors des points singuliers des coefficients, d'autres points 
singuliers que des póles. 

Soit l'intégrale y (x) définie par les conditions initiales arbitraires x, , y, , y, yo: 
d'une facon précise x, est un point régulier pour les déterminations des coeffi- 
cients que nous considérons, la valeur y, est finie et différente des six valeurs 
a;(%,), les valeurs y',, y", sont finies. D’après le théorème de Caucuy, l'intégrale 
y(x) est holomorphe dans un cercle de centre r,. Prolongeons analytiquement les 
coefficients, et l'intégrale y(x). Admettons que dans ce prolongement nous arri- 
vions à un point X, où les coefficients soient holomorphes. et où l'intégrale 
y(x) ne soit pas méromorphe: il suffit de montrer que cette hypothèse est 
absurde. 

Supposons d'abord que sur un chemin 2, de longueur finie, aboutissant en 
X, et sur lequel les coefficients de l'équation (EZ) sont holomorphes, l'intégrale 
y(x) soit méromorphe, sauf en X, et supposons en outre que, quand x tend vers 
X sur le chemin 4, l'indétermination de y (x) ne soit pas complete, mais qu'une 
aire du plan du point y ne fasse pas partie du domaine d'indétermination. 
Comme une transformation homographique effectuée sur y ne change pas la 
forme de l'équation (Z), nous pouvons aussi bien supposer que sur le chemin 
À y(x) finisse par être borné. 

Selon le principe de la méthode que M. PAINLEVÉ a appliquée aux équations 
(A), considérons des expressions rationnelles en jy". y', y, analytiques en x, qui 
prennent en un point arbitraire x des valeurs arbitraires quand on y remplace 
y(x) par une intégrale ayant au point x l'un des valeurs a;(x) et admettant au 
voisinage un développement de la forme (40). Ce sont les expressions 








0 P Q Il ) / 19 I 7. 
Py— Ly V *Ry*8 — Qy Lee yt Ty + W 
Gone neo Ta ge 


ou P et Q sont deux polynomes du quatriéme degré en y dont le jacobien est 
IT(y—a;, et R, S, T, W des polynomes du cinquième degré en y, dont les 
coefficients sont déterminés par Jes conditions indiquées; d'ailleurs les coefficients 
des six polynomes P,Q, R,S, T, W sont holomorphes en tout point où les 
coefficients de l'équation (E) sont holomorphes. 

S'il existe sur le chemin A, aussi prés que l'on veut du point X, des points 
où u et v sont bornés, lintégrale y(x) est holomorphe en X. En effet l'on 
déduit des deux équations (41) les équations 


Acta mathematica. 34. Imprimé le 29 novembre 1910 
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I az P, y is (Q4 + Pv— Qu Oo 
| dP JQ 


UE Uu —= O0, 
Ü y dy 


(41 bis) 
| + Py + @Q2 + 


P,, Q4, Ps, Q, désignant des polynomes en y dont le degré est égal à l'indice, et 
dont les coefficients sont holomorphes en tout point oü les coefficients de l'équa- 
tion (EZ) sont holomorphes. Par suite y' et y" sont aussi bornés aux points 
considérés. Si en certains d'entre eux, les six modules |y — a; (x)| sont supérieurs 
à un nombre positif fixe, Vintégrale y(x) est, d’après le théorème de Caucuy, 
holomorphe au voisinage de chacun de ces points dans un cercle de rayon fixe: 
ce cercle finit par contenir le point X. Admettons au contraire qu'en chacun 
des points considérés l'une des quantités y — a;(x) soit arbitrairement petite. 


I 


Au moyen des équations (41 bis), l'on peut mettre les dérivées w' et v' sous la 


forme 
wu — R,y' S, R,u 4 S,v, 
v' — T,y' 4. W, - Tou 4H W,v, 


R,,8,, R,, S,, T,, W,, T,, W, désignant des polynomes en y dont le degré est 
égal à l'indice, et dont les coefficients sont holomorphes en tout point où les 
coefficients de l'équation (EZ) sont holomorphes. Par suite les trois fonctions 
y,y,u satisfont à un système différentiel régulier pour y voisin de a;(x), et, 
d’après le théorème de Caucny, l'intégrale y (v) est holomorphe au voisinage de 
chacun des points considérés dans un cercle de rayon fixe: ce cercle finit encore 
par contenir le point X. Toutefois le systéme différentiel auquel satisfont les 
trois fonctions y, y, u n'est pas holomorphe pour les valeurs de x, y qui annulent 
la fonction P(y, x): de sorte que le raisonnement est en défaut, si la valeur a;(X) 
est racine du polynome P(y, X). Il suffit dans ce cas de considérer le système 
auquel satisfont les trois fonctions y, y', v pour arriver à la méme conclusion. 
La valeur a;(X) ne peut étre racine des deux polynomes P (y, X) et Q(y, X), car 
elle serait alors racine multiple du polynome 11[y—a;(X)]: ce qui ne peut 
avoir lieu en un point X où les coefficients de l'équation (Z) sont holomorphes. 

Supposons que le module maximum des deux quantités w et v tende vers 
l'infini, quand x tend vers X sur le chemin 4. Si nous substituons dans l'ex- 


pression de w' l'expression. de y' en fonction de «, v, y, x tirée de la première 
! 

: : : DREH : À u ; 

des équations (41 bis), nous voyons que la dérivée logarithmique à est bornée 


: 0) TA , 5 \ 
aux points oü est lui-même borné, et où d’après notre hypothèse w tend vers 
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E : : QU M ^ ; . : T 
l'infini. Il est impossible que — finisse par être borné: car il en serait de même 
u 
uw 
de la dérivée logarithmique —, et la fonction w ne pourrait croître indéfiniment. Il 
u 
: : : RER x 2 
est impossible aussi que — finisse par étre borné. Il faut donc admettre que, quand 
v 
U STi eee EEE 
x tend vers X, — oscille indéfiniment dans son plan, et que sur le chemin 4 il y 
Vv 


a une infinité de segments sur chacun desquels passe de la valeur A à la 





U 
v 





valeur B, sans sortir de l'intervalle 4 — B, A et B désignant deux nombres 
I r 
3 


any: Seri: "usps F : ul v 
positifs arbitraires. Or sur ces segments les dérivées logarithmiques 25 5 sont 


bornées, la longueur de chacun d'eux est infiniment petite: s'écarte donc 








infiniment peu de la valeur initiale 4 et ne saurait atteindre la valeur 5: cette 
derniére hypothése est absurde. 

Nous avons toutefois introduit une restriction: nous avons supposé que, quand 
x tendait vers le point transcendant X sur le chemin À, l'intégrale y (x) n'était 
pas complétement indéterminée. Notre discussion écarte déjà certaines singu- 


larités des fonctions classiques. Ainsi l'intégrale y (x) ne peut avoir de points 
1 
singuliers mobiles analogues au point singulier » — o de la fonction e*, puisque 


cette fonction tend vers une limite quand la variable tend vers le point x — 0 
sur un chemin qui ne coupe pas l'axe des quantités purement imaginaires 
et qui n'est pas tangent à cet axe. L’integrale y(x) ne peut admettre non 
plus une coupure mobile analogue à la coupure de la fonction modulaire, 
puisque la fonetion modulaire tend vers une limite quand la variable tend vers 
un point d’abscisse rationnelle de l'axe réel sur un chemin normal à cet axe. 
Mais il existe des fonctions fuchsiennes et kleinéennes qui admettent une coupure 
essentielle, et qui sont complétement indéterminées quand Ja variable tend vers 
un point quelconque de cette coupure sur un chemin de longueur finie quelconque: 
telles sont les fonctions de Scuwarz dont le triangle fondamental n'a aucun 
angle nul. Comme la fonction modulaire, ces fonctions fuchsiennes et kleinéennes 
vérifient une équation différentielle algébrique du troisiéme ordre, de forme classi- 
que, et, considérées comme intégrales de cette équation, admettent leur coupure 
comme singularité mobile: l'intégrale (x) pourrait admettre une coupure mobile 
de méme nature. L'intégrale y (x) pourrait posséder des points singuliers mobiles, 
isolés ou formant un ensemble parfait, et être complètement indéterminée quand 


la variable tend sur un chemin de longueur finie quelconque vers l'un queleonque 


372 Jean Chazy. 


de ces points. Enfin l'intégrale y(x) pourrait posséder des singularités transcen- 
dantes et critiques. | 

I] est done nécessaire de lever la restriction que nous avons introduite, et 
de supposer maintenant que l'intégrale y (x) est complètement indéterminée quand 
l'on s’approche du point X sur un chemin de longueur finie quelconque. Parmi 
les chemins situés dans la région où les coefficients de l'équation (f) ont été 
prolongés analytiquement, et qui aboutissent au point X, nous pouvons choisir 
un chemin formé de segments rectilignes, par exemple la ligne polygonale dont 
les sommets sont les centres des cercles successifs construits dans le prolongement. 
Nous pouvons admettre que l'intégrale y(x) est méromorphe le long de cette 
ligne polygonale depuis lorigine jusqu'au point X: sinon notre raisonnement 
s'appliquerait au premier point où l'intégrale y(x) ne serait pas méromorphe. 
Nous pouvons enfin nous borner à considérer le dernier cóté de cette ligne 
polygonale; nous appellerons ce dernier cóté le chemin /: remarquons seule- 
ment qu'il suffirait, pour que la suite du raisonnement fût applicable, que le 
chemin / eüt une tangente continue. Nous allons montrer que l'on peut par 
déformation continue substituer au chemin / un chemin de longueur finie, abou- 
tissant en X, sur lequel les coefficients de l'équation (Z) sont holomorphes, et 
sur lequel, sauf en X, Vintégrale y(x) est méromorphe, et tel en outre que, 
quand x tend vers X, le point y finisse par ne pas pénétrer dans un cercle de 
son plan: nous serons ramenés par là au cas précédent. Le centre de ce cercle 
peut être choisi arbitrairement en dehors des six points a;( X): comme une trans- 
formation linéaire effectuée sur y ne change pas la forme de l'équation (£), 
choisissons pour centre lorigine du plan des y. 

Pour étudier l'intégrale y(a#) au voisinage de la valeur y — 0, prenons y 
comme variable, et posons y" == ty'*: l'équation ( Z) peut être remplacée par le systeme 


ie ee ad 2 À T 5 NU w 4 da 
(E,) di? o dy dy |. at 1 rer ra," dy 


‘es ee da a 
la parenthése désignant un polynome en Donnons-nous un nombre positif 


dy 
trés grand A, un nombre positif trés petit 7, et admettons que A soit assez 
grand et r assez petit pour satisfaire à toutes les conditions que nous allons 
obtenir. Considérons un segment y, y, décrit par le point y (x) dans le cercle 
de centre 4 — o et de rayon r, quand le point v décrit le segment x,*, du 
chemin /, et supposons qu'il existe sur le segment y, y,, extrémités comprises, 
un point y, qui corresponde à un point x, du segment x, x, où l'on ait |4,| — 


"m 
Yol : eee n : E 
: | | <A. Au point ®,, y', est arbitrairement grand: sinon, yo, yj, y/o seraient 
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bornés, et |y,— a;(x,)| supérieur à un nombre fixe; l'intégrale y(a) serait holo- 
morphe en x, dans un cercle de rayon fixe, et par conséquent serait holomorphe 
en X. Par suite, d’après un théorème de M. Porncar#, l'intégrale du système 
(E,), transformée de l'intégrale y(x) de léquation (#), peut être développée 
: ; N I STE CEA AR 4 
suivant les puissances du paramètre —-. Posons =! 
Yo dy y 

en x, Y,é se réduit pour y', —c au système 


le système transformé 


LEN Ls ees) dt ma DV I 3: N Ai 
dy dy dy ay y — (qj 


, 
qui est équivalent à l'équation simplifiée de l'équation (E), et dont par suite 
nous possédons implicitement l’integrale générale. L'intégrale de ce système, 
définie par les conditions initiales y — y,, x — a, Y—1,t—t, est holomorphe au 
point y,: si A est assez grand, r assez petit et a, assez proche de X, la valeur du 
rayon de convergence de cette intégrale au point y, donnée par le théoréme de 
CaucHy peut être limitée inférieurement en fonction de A seulement. Sir est 
inférieur à la moitié de cette limite inférieure, l'intégrale considérée, et par suite 
l'intégrale du systeme (H,), transformée de l'intégrale y (x), sont holomorphes 
dans le cercle de centre y—=o et de rayon r, et sur la circonférence de ce cercle. 


dx à 
- est holomorphe et ne s'annule 


dy 
vou N s CRD pad ne oe . : I 
8, s la — — —, 1 S US TN te 
pas, d’après la relation 2m y où n désigne une fonction de y, yy, v, t, / 
« 4 0 2 0 


3 Re I 
holomorphe en y dans le domaine considéré, nulle pour -; — o et holomorphe au 
1, 


0 


Quand y varie dans ce domaine, la fonction 


voisinage de cette valeur: inversement, la fonction y(x) est holomorphe quand x 
varie dans le domaine correspondant de son plan. 

Désignons par dl et ds les longueurs des segments correspondants x, x, et 

Y1 Y2; et faisons décrire au point y le plus petit are de la circonférence de centre 

y =o et de rayon r compris entre les points y, et y,, soit do la longueur de cet 

are: le point x, d’après la relation ip décrit entre les deux points 
0 

v, et x, un segment analytique régulier de longueur 04, et l'intégrale y(x) est 

holomorphe dans la région du plan comprise entre les deux segments dl et 07 et 

sur le segment 04. Les deux segments 04 et 07 sont de longueurs comparables: 

+ e)|dy] 


intégrons en effet l'égalité! |dz| — € TRI 


, quand y décrit le chemin ds, et 

! Nous désignons par e, &, &, s des quantités positives ou négatives dont on peut 
rendre les valeurs absolues aussi petites que l'on veut, en choisissant A assez grand, 7 assez petit 
et æ assez proche de X sur le chemin /. 
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; rr I+&)ös 

appliquons au second membre la formule de la moyenne; il vient N Le, 
|y, | 

(I + 6,)06 


I 
[vol 
Óc 7 ^ ; "E 9. 
j, ne peut surpasser _. Une premiere conséquence de cette inégalité est que 
Os 2 


le segment O4 est à une distance arbitrairement petite du point x»,, et par 


; : à d DO asta 
lon obtient de méme 0/4 = . et par suite à « —(r- e), car le rapport 


CURE 


suite, si x, est assez proche de X, est intérieur comme le segment 07 au 
cercle de convergence des coefficients de l'équation (E) au point X: ces coeffi- 
cients sont done holomorphes dans la région du plan comprise entre les deux 
segments 0/ et 04 et sur le segment 02. 

Substituons sur le chemin / le segment 04 au segment 07, et faisons cette 
substitution pour tous les segments 7, y, intérieurs au cercle de rayon r, sauf 


n 


D E: 
pour ceux sur lesquels on a constamment E > A: nous obtenons ainsi un 
y? 





chemin composé d'une infinité de segments analytiques réguliers, aboutissant en 
X, dont la longueur totale est finie, sur lequel les coefficients de l'équation (#) sont 
holomorphes, et sur lequel, sauf en X, l'intégrale y (x) est méromorphe; le chemin 
correspondant décrit par le point y ne pénétre dans le cercle de rayon r que le 
long des segments exceptés. Parmi ces segments exceptés, les uns ne pénétrent 


ee : 
pas dans le cercle de centre y — o et de rayon —; il est clair que nous pouvons 


les laisser de cóté, car il suffit d'obtenir un cercle de rayon non nul dans lequel le 
point y ne pénètre pas. Il reste done à considérer les segments y, y, sur lesquels 


E 


DEREN r 
on a constamment [>A et qui penétrent dans le cercle de rayon —: nous 
TE 


y" 
= | soit borne 


allons substituer à chacun d'eux une suite de segments tels que y? 





7 : 
zi ce qui nous 


sur les parties de ces segments intérieures au cercle de rayon 


raménera au cas précédent. 
Pour étudier lintégrale y(x) sur le segment x, x, correspondant à l'un des 


r 
—— : 1 
segments 3,1, considérés, prenons comme nouvelle variable Vor en un 


y 


: , 1 
point quelconque x, du segment x, 2,, |z,| est trés petit, plus petit que VA En 
outre, au point a, lintégrale jy (x) est holomorphe, et jy", n'est pas infini; mais, 
quand le point », tend vers X, y", tend vers l'infini: sinon, en certains des points 


Vos Mos Yo, yy seraient bornés, et |y, — a; (&,)| supérieur à un nombre fixe; l'inté- 


-1 
en 
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grale y(x) serait holomorphe en chacun de ces points dans un cercle de rayon 
fixe, et par suite serait holomorphe en X. Il résulte d'abord qu'il est inutile, 
pour définir la fonction z(x) sur le segment x, ,, de considérer deux feuillets 
sur le plan de la variable x. D'autre part l'équation (EZ) peut être remplacée 


par le système 








qui est holomorphe par rapport à et z, si y" est assez grand et z assez petit. 


Vy" 
Par suite l'intégrale du systeme (Z,), transformée de l'intégrale y (x) de l'équation 
; ; à : : I 
(E), peut étre développée suivant les puissances du paramétre E Posons 
Yo 


Z : 7 Rate x 
De; le système transformé en +, y, Z se réduit pour y, =» au système 
0 





da à dy 2 dZ dZ Z| z = s T 4 > 4; | 
= — 0,35 —£2—-————3 = I - £ D —— +7) - , 
dz ' dz 2Z2de dz 22 Al y — i y—ai 
qui est encore équivalent à l'équation simplifiée de l'équation (E). L'intégrale 
de ce système, définie par les conditions initiales z —z,, x — 3$, y — 9,4, Z — I, 
est holomorphe, si A est assez grand, si r est assez petit, et si x, est assez proche 
de X, dans un cercle de centre z — o et de rayon fixe, et par conséquent dans 
il 


> 


I 
le cercle de centre z— 0 et de rayon V qui contient le segment 2, 2,: 


en est de méme de l'intégrale du systeme (#,), transformée de l'intégrale y (a). 

D'ailleurs le segment z, z, n'est pas tout entier infiniment voisin du point z — o. 
En particulier, si l'on désigne par y, et y, les points où le segment y, y, rencontre 
pour la premiere fois et pour la dernière fois la circonférence de centre y = o et de 


Ew. à ; 
rayon —, il y a sur chacun des segments partiels y, y, et y, y, des points où || 


I 
N 
12 


est supérieur à un nombre fixe, et où par suite est inférieur à un nombre 








fixe. Supposons en effet que le segment z,z, soit tout entier intérieur au 


I ares : 
cercle de centre z — o et de rayon e|< js On déduit du systeme (Æ,) les 
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D 


: : da rcm dar 
deux équations dz - 


— z(i+n), » et 
} y", dz D ! 


; désignant des fonctions de 


I I 
2— 2, —— et 2, holomorphes et nulles pour z —2, — ,— — 0. Comme le segment 


Yo Yo 
x, x, est rectiligne, il résulte de la premiere équation que le segment z, z, est un 


segment analytique régulier, et que l'on peut rendre la variation de la tan- 
gente le long de ce segment aussi petite que l'on veut, en choisissant o assez 
petit: la longueur du segment 2,2, est au plus 20(ri- c), s désignant une 
quantité arbitrairement petite. Il résulte alors de la seconde équation que 


le module |y, — y,| ne peut surpasser 20°(1 + &). s, désignant une quantité 


\ 


arbitrairement petite. Or ce module est supérieur à —. Si o est assez petit, 
2 


mais fixe, il y a done sur le segment 7, y, des points %,, et il y a de méme sur 
le segment y, y, des points y,, tels que les points correspondants z, et z, soient 
extérieurs au cercle de centre z — 0 et de rayon o. 

En procédant comme précédemment, on peut dés lors remplacer les parties 
du segment 2,2, intérieures au cercle de rayon o par des segments de la eircon- 


5 


férence. Le segment 2,2, du chemin / est remplacé par une suite de segments 
analytiques réguliers, dont la somme a une longueur comparable à celle du seg- 
ment primitif, et sur lesquels les coefficients de l'équation (E) et l'intégrale y (a) 
sont holomorphes (sur les nouveaux segments z est holomorphe en x, et y est 
holomorphe en z). Le segment y,y, est remplacé aussi par une suite de seg- 


H 


1 , . $ 
ments: i est borné sur les segments compris entre les points y, et y,, et par 
"p 


suite sur tous les segments du nouveau chemin décrit par le point y qui sont 
DR den (A ; : 
intérieurs au cercle de centre y — o et de rayon -. La démonstration est 


terminée. ! 


1 Cette démonstration est à un double point de vue une extension de celle que M. PaINLevÉ 
a constituée pour les équations (A); en définitive l'une et l'autre sont fondées sur le théorème 
de Cavcnv, sur le théorème de M. Poincaré qui exprime la continuité des intégrales d'un sy- 
steme différentiel en fonction d'un parametre contenu dans ce systeme, et par suite en fonction 
des conditions initiales, et sur la considération des dérivées logarithmiques, qui joue un róle 
essentiel dans toutes les questions de croissance. 

Dans la deuxieme partie, nous démontrons que, le point X étant supposé transcendant 
pour l'intégrale y(x), il existe des chemins de longueur finie aboutissant au point X, sur lesquels 
l'intégrale y(x) n'est pas complètement indéterminée. Cette partie de la démonstration n'est 
pas applicable à léquation différentielle classique que vérifient les fonctions fuchsiennes et 
kleinéennes (cette équation ne peut étre transformée en un systeme de la forme (5), holo- 
morphe pour z— 0): nous avons vu qu'on ne doit pas s'en étonner. La deuxieme partie de la 
démonstration ‘est applicable au contraire à l'équation y" — 2 yj! — 3 y^, et à l'équation XII: 
elle permet de montrer que, pour l'intégrale générale de chacune de ces équations, il existe des 
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21. Nous avons ainsi démontré que l'équation (/) a ses points critiques 
fixes, en nous servant seulement des conditions établies entre les coefficients par 
le systéme (S), et sans avoir intégré ce systéme. Effectivement, à l'opposé des 
systémes différentiels qui déterminent les coefficients des équations (A), et dont 
lintégration est trés simple, le systéme (S) présente une grande complexité: et 
je n'en ai pas achevé l'intégration. Il renferme neuf équations algébriques entre 
les fonctions a; et A;. Si l'on regarde les a; comme donnés, ces neuf équations 
entre les A; sont compatibles, et ont cinq solutions: la résolution de ces équa- 
tions revient en effet à la détermination de la forme P'Q" — Q' P" par la forme 
PQ' —QP', c'est-à-dire à la détermination d'un faisceau biquadratique à une 
variable par sa jacobienne. Supposons les A; exprimés en fonction des a; par 
lune des cinq solutions; il reste vingt-deux équations entre vingt-six fonctions 
inconnues. En écartant le cas où les rapports anharmoniques quatre à quatre 
des six fonctions a; sont constants, cas qui ne conduit qu'à des équations banales, 
nous pouvons, par une transformation homographique de la fonction et un 
changement de variable, donner à quatre des fonctions a; trois valeurs numériques 
et la valeur z. Pour déterminer les vingt-deux fonctions inconnues, nous avons 
alors un nombre égal d'équations. Ces équations forment un systeme différentiel 
du sixième ordre. Les coefficients de l'équation (#) ainsi réduite dépendent done 
de six paramétres arbitraires. 

D'autre part, si l'on considère l'équation simplifiée (14) dans laquelle les 
polynomes P et Q sont tels que le polynome P Q'— QP’ ait trois racines doubles, 
et si l'on forme les équations à points critiques fixes admettant cette équation 
simplifiée, on constate que ces équations se ramenent à l'équation du troisieme 
ordre obtenue en différentiant l'équation (A, VI) pour éliminer l'un des quatre 
paramètres. : J'ai démontré, au moyen du systeme (S), que l'équation (Z) admet 
cette équation du troisieme ordre comme degenerescence Il en résulte que 
l'équation (Z) est une équation à points critiques fixes nouvelle. Mais deux cas 
peuvent encore se présenter: ou bien l'équation (/) se raméne à une équation 
irréductible du second ordre, ou plus probablement elle ne peut étre remplacée 
par aucune équation plus simple. 

Je renvoie à un Mémoire ultérieur la détermination de la classe d'équations 
irréductibles à laquelle appartient l'équation (E), et la détermination explicite 
des coefficients. 


chemins de longueur finie aboutissant en un point quelconque de la coupure, et sur lesquels y 
tend vers l'infini. D'une facon générale, la deuxième partie de- la démonstration, en raison du 
röle qu'y joue l'équation simplifiée, permet de préciser la relation qui existe entre les singu- 
larités de l'intégrale de l'équation simplifiée et les singularités de l'intégrale de l'équation 
complete. Voir n9 18. 
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Equations à points eritiques fixes du quatrieme ordre et d'ordre supérieur. 
22. Considérons l'équation a points critiques fixes 
(42) y" — P (", y^. yy. x), 


où P désigne un polynome en j/", y", y',y, à coefficients analytiques en x. Les 
degrés de ce polynome en y'",y',y' se limitent sans difficulté nouvelle, si l'on 
admet que l'équation (18), pour 4- r, n'a pas son intégrale générale uniforme; 
l'équation (42) a nécessairement la forme 


y" = Q(y,2) y" + R(y,m)y' y"  S(y, x) y"+ T (y, v) y? + U (y, a) y? V (y, x) y + W (y, a), 


Q, R,..., W désignant des polynomes en y à coefficients analytiques en x. Pour 
limiter les degrés de ces polynomes en y, on rencontre la méme difficulté que 
dans le cas des équations du troisieme ordre: il faut décider si des équations 
telles que 


y" —e(yy"—399 ) + BU'w —2yy), 


dont les intégrales n'ont ni points critiques algébriques, ni póles, ont leur inté- 
grale générale uniforme. Peut-étre le procédé, qui permettra de résoudre la 
question pour les équations du troisième ordre, s'appliquera-t-il, aux équations 
du quatriéme ordre et d'ordre supérieur, et donnera-t.il d'une facon générale la 
limitation suivante:! dans l'équation à points critiques fixes 


y) pe: Tal NZ, ed y, y, æ), 


où P désigne un polynome en #1, y—»,...y',y, à coefficients analytiques 
en x, considérons chaque dérivée y et la fonction y comme de poids égal à l'indice 
de dérivation augmenté d'une unité: le poids de chaque terme du second membre, 
ne peut surpasser le poids du premier membre, » + 1. 

Pour déterminer les équations à points critiques fixes de la forme (42), on 
est conduit à déterminer les équations réduites de la forme 


(43) y* —ayy" + byy' +cyy'+dyy®+tey’y + fy, 


a, b, c, d, e, f désignant des constantes, dont l'intégrale générale est uniforme. 
Cette sorte de probléme se traite toujours par la méme méthode, mais les diffi- 


1 A la vérité l'intégrale générale de l'équation ylY = 2 yy" — 3yl?, que nous écartons ici, 
n'a pas de points critiques mobiles, mais elle admet, pour certaines valeurs des constantes 
d'intégration, une ligne critique mobile (et le point critique # =). Quand la ligne critique, 
qui est circulaire, se réduit à un point, l'intégrale générale se réduit à une intégrale particuliere 
qui a un point critique mobile. Voir n9 12. 
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cultés arithmétiques croissent avec l'ordre différentiel. La determination des 
équations de la forme 

y'—ayy + by 
dont Vintégrale générale est uniforme, se raméne à la résolution en nombres 
entiers de l'équation 


I I I 


NOM 2 
La détermination des équations de la forme 
y'—ayy' + by? +cyy + dy 


dont Vintégrale générale est uniforme est liée à la résolution en nombres entiers 
de l'équation 


I 


jc ne I 
NAN SENTIT 


2 2 
03 


De méme la détermination des équations (43) dont l'intégrale générale est uni- 
forme est liée à la résolution en nombres entiers de l'équation 
IM EI I I I 
NUNC UNT NU 1.2.3.4 
Les équations réduites du deuxième et du troisième ordre, dont l'étude 
conduit aux équations (A), sont les équations simples dont l'intégrale s'exprime 
par les fonctions elliptiques, ou la fonction 2: 


HT 





y! —63?, y" —2y*, y" + 6y* —o, y= boyy’, y" —12gy'. 
L'étude des équations (42) qui admettent l'équation réduite 
yx rzyuy 0, dow y"-L6y*tC—o, 


ne donne pas d'équation nouvelle. 
Si dans le second membre de l'équation (42), tous les termes sont de poids 
inférieur à 5, l'équation réduite est de la forme 


y" =ayy'! + by® + ey, 
ses intégrales ont en général des póles doubles. L'étude de l'équation 
y — r2(yy" + y*), d'où y" —x2yy +0, 


ne conduit encore à aucune équation nouvelle. 
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Citons enfin l'équation 


(44) y" = 3o yy" — boy’; 


les intégrales de cette équation ont deux familles de póles doubles mobiles, et 
admettent au voisinage les développements 


y= (%7— 2%)? 


les coefficients des puissances o, I et 8 étant arbitraires, et 


> 


ta — a) +... + Aa an) +, 
x — a)? 


dfe 
les coefficients des puissances 3 et ro étant arbitraires. Ces développements 
polaires permettent, comme dans le cas des équations des deuxième ct troisième 
ordre, de former des conditions nécessaires pour que les équations admettant 
l'équation (44) comme équation réduite n'aient pas de points critiques mobiles: 
elles se raménent alors à la forme 


y" = 30yy"— boy t ay + p, 


e 
+ 
On 
— 


a, D désignant des paramètres arbitraires. J'ai obtenu pour cette équation une 
intégrale dépendant de trois constantes: 
a Cr 


SE + Ol + ples B; ;— — —C}), 
I2 24 2 


127 724 





y =D la FA; 


mais je n'ai pu décider si l'intégrale générale est une combinaison de fonctions 
uniformes classiques, n'est pas uniforme, ou est une fonction uniforme nouvelle. 
L'équation se raméne au troisiéme ordre en prenant y comme variable: pour 
«— 9 —0, elle se ramène méme au second. Mais l'équation différentielle que 
vérifient les fonctions fuchsiennes et kleinéennes, se ramene de méme, en per- 
mutant les rôles de la fonction et de la variable, à une équation de Rıccarı, et 
l'intérêt de ces fonctions n'en est pas diminué. 
Signalons une analogie remarquable. Faisons dans l'équation (45) la trans- 
Ip " 
formation y — “ UU , aux deux familles de póles des intégrales de l'équation 
(45) correspondent deux familles de zéros, simples et doubles, des intégrales de 
l'équation transformée: 


(46) wu! — 6w uS + 15 Wu — row"? = a (uw! — w*) — gw. 
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Le premier membre est un invariant de la forme binaire en 4 
ul + 64 uY + 15A? ulV + 2029 u" + 15 Mu" 4-625 u + Au. 


C'est là un fait à rapprocher de ceux qu'a signalés M. BOREL.! M. BOREL a groupé 
un certain nombre d'équations dont l'intégrale générale est entiére, et a remarqué 
qu'en séparant dans ees équations les termes de poids le plus élevé par rapport 
aux indices des dérivées, on obtient des invariants usuels de formes binaires 
telles que 


(n — x) 


4 


(47) um + Aue» + 2 EUR ZI Hr... nt + Mu. 

Séparer les termes de poids le plus élevé équivaut à remplacer dans l'équation 
x par zx,-- «x, et à faire tendre « vers zéro: l'équation réduite obtenue a son 
intégrale générale entiére, si l'équation compléte a elle-méme son intégrale géné- 
rale entiére. Ainsi l'équation 


(48) wu! — 6 wu + 15 ul" ul — ro ull”? =o 
est le troisième terme d'une suite dont les deux premiers termes sont 
ww! — wu? — 0o, d'où u= e42t+B, 
uw — 4u uw" + 3u? —0, d'où u=e4*t+Fo(x+C; 0, D). 


L'équation (48) admet une intégrale entiére dépendant de cinq constantes arbi- 
traires 
w — eA? tBg (x + C;o, E)o(x + D; o, — E). 


Il est à remarquer que, si l'intégrale générale de l'une des équations (48) et (46) 
est une fonction entiere à croissance reguliere, le genre et l'ordre de cette fonction 
entiére ne peuvent surpasser 2, d'aprés l'équation (45): la fonction exponentielle 
et la fonction o suffisent-elles à l'exprimer? 

24. On pourrait être tenté d'induire des remarques de M. BonEL que les 
équations différentielles déduites de tous les invariants usuels ont leur intégrale 
générale entiére, et on pourrait espérer obtenir par cette voie de nouvelles 
fonctions entiéres. Les équations déduites des discriminants des formes binaires 
(47) ont leur intégrale générale entiére, mais ne définissent pas de fonctions 
nouvelles: lintégrale générale s'exprime très simplement par la fonction expo- 
nentielle. i 


! Comptes Rendus, 8 février 1904 
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Avant d'établir ce résultat, faisons quelques remarques générales au sujet de 
l'équation différentielle /, obtenue en annulant un invariant quelconque de la 
forme (47). L'équation /, est homogene par rapport à la fonction u et à ses déri- 
vées, et ne change pas si l'on change u en e^? «, quel que soit le paramètre «, car 
cela revient! à former l’invariant correspondant en remplaçant dans la forme 


u? — uw 


(47) ^ par À + a: l'équation transformée de l'équation J, en ;—— est done 
za 


d'ordre n— 2. On peut abaisser encore de deux unités l'ordre de cette trans- 
formée, en changeant de fonction et de variable, parce que l'équation J, admet 
le groupe de transformations à deux paramètres (x, a+ y). En définitive l'inté- 
gration de l'équation /, se ramène à l'intégration d'une équation d'ordre n — 4, 
suivie de quatre quadratures. D'autre part l'équation J, est vérifiée si l'on 
annule dans la forme (47) les PE I premiers termes, si » est impair; et les = put 
premiers termes, si » est pair. L'équation J, admet donc lintégrale u — P; (x), 
et par suite lintégrale w= eC" P;(x), P; (x) désignant un polynome en x de 
degré k à coefficients constants, et k le nombre entier 2 = 2 ou — I. Cette 


derniere integrale depend de > - ou = + 1 constantes: elle est l'intégrale géné- 
rale pour 2? —2 ou n — 3. 

Le diseriminant de la forme binaire (47) est une expression définie, au moins 
A un facteur numérique prés: appelons D, l'équation différentielle obtenue en 


lannulant. Cette équation résulte de l'élimination de 4 entre les deux équations 


algébriques 
; n — 1)(n — 2) ., 3 2 ; 
| uU) + (n — 1) Au" —» + ( X ) je u(—9 4... + (n—1) Ay" + 41! —0, 
(49) Te 
| ur) + (n —ı)Aur dr... + (n—1) Mu + mr lu —o. 


Or on obtient une intégrale de ce système d'équations dépendant de n — 1 con- 
stantes, en posant 4-— 0, w”—- =o: une intégrale de l'équation D, est donc 
u=P,„_2(x). La fonction w— eC7P,.»(x) est encore une intégrale, quelle que 
soit la constante C, et par suite est l'intégrale générale. Pour obtenir les inté- 


* 


grales singulières, il faut annuler le discriminant par rapport à w™ de l'équation 


! On peut dire encore que le premier membre de l'équation In vérifie l'équation aux 
dérivées partielles qui exprime qu'un invariant est fonction des differences des racines de la 
forme dont il dérive: on retrouve ainsi les quatre conditions énoncées par M. SverHanos dans 
une Communication au Congrès de Rome (4tti, vol. II, p. 148). Au contraire l'équation (25) 
rentre dans le premier cas considéré par M. Srevwanos (ibid., p. 145). Tandis que les équations 
I, sintegrent par quadratures, l'intégration de l'équation (25) dépend de l'intégration d'une 
équation linéaire du second ordre. 
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D,, ou encore le discriminant par rapport à / de la seconde équation (49): on 
obtient évidemment l'équation D,_1. L'intégrale singulière de l'équation D, est 
done u—e©* P,,_5 (x), l'intégrale singulière de l'intégrale singulière est w—e°% P, _4(x), 
et ainsi de suite. 

Si les équations D, s'intégrent au moyen de la fonction exponentielle, les équa- 
tions obtenues en ajoutant aux équations D, des termes complémentaires, et dont 
l'intégrale générale est entiere, peuvent définir des fonctions nouvelles. Ainsi, dans 
les équations transformées des équations (B) en u— e/"4*, et dont l'intégrale 
générale est entiére, ou a ses points singuliers fixes, les termes de poids le plus élevé 
proviennent des termes j/? 4 43/?, et sont par suite (uu — u u")? (u u" -u)(uu —w?): 
les transcendantes définies par les équations (A) se rattachent à l'équation D,. 
M. BoREL a proposé d'appeler équations (P) les équations dont l'intégrale générale 
est entiere; de méme qu'on a été conduit par une extension de la classe des 
équations dont l’integrale générale est uniforme, à considérer les équations à points 
critiques fixes, nous sommes amenés ici, pour des raisons connexes, par extension 
de la classe des équations (P), à considérer les équations dont l'intégrale générale 
a ses points singuliers fixes: ces équations sont la generalisation directe des 
équations linéaires. 

Désignons d'une façon generale par w l'intégrale d'une telle équation (algé- 
brique par rapport à la fonction et à ses dérivées, et analytique en x). M. Parn- 
LEVÉ a démontré que lintégrale générale de l'une des équations (A) ne peut, 
sauf pour des valeurs exceptionnelles des paramétres, s'exprimer par une fonction 
algébrique de u et de ses dérivées, analytique de x, l'ordre de l'équation differen- 
tielle qui définit w étant inférieur à 3:! les équations (5) fournissent la représen- 
tion la plus simple des intégrales des équations (A). 

De méme les équations différentielles de la suite 


wu! a! Ka u au! 
= 05 Hr Il I 
| u" u u 





ont leur intégrale générale entiére. Chaque déterminant est en effet un déter- 
minant de Wronski, et l'équation obtenue en l'égalant à zéro équivaut à une 
relation linéaire et homogéne à coefficients constants et arbitraires entre les élé- 
ments de la dernière ligne. L'intégrale générale s'exprime encore par la fonction 
exponentielle. 


! Comptes Rendus, 10 novembre 1902. 
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25. Mais toutes les équations différentielles déduites des invariants usuels 
n'ont pas leur intégrale générale entiére. Leurs intégrales n'ont pas de póles; et 
si, au voisinage d'un point algébrique ou transcendant, le terme prépondérant du 
développement d'une intégrale est (x + C)', l'exposant r est entier positif. A ce 
point de vue, lanalogie ne va pas plus loin, comme nous allons le montrer sur 
un exemple. 

Les invariants les plus simples à écrire sont ceux de Ja suite dont nous avons 
considéré trois termes, et dont le terme général fournit l'équation Z,: 


RME ee eee EL AE CNET ACD NL, i = 
2 2 n E | > ? 
— — J i02 
22 


» étant un entier pair. Pour » 6, l'intégrale générale de cette équation a des 


wu weno — qa uo + 


points critiques transcendants. 

Pour étudier les intégrales voisines de l'intégrale # — x + C, on peut faire 
la substitution u=x + C + «v, et développer v suivant les puissances du para- 
mètre «: pour que l'intégrale générale soit entière, ou méme uniforme, il est 
nécessaire que tous les coefficients du développement »,, v,, v,, ... soient unifor- 
mes. », est donné par l'équation 


(x + Cho —no,*-D =o, d'où v(^—? = H (x + Cy; 


v, est uniforme. 
De méme, pour étudier les intégrales voisines de l'intégrale u — (x + C)*, 
faisons la substitution w — (x + C)? + «v, et développons v suivant les puissan- 


ces de «. UV, est donné par l'équation 
0 
(x + Cy y, — 21? (2 +- C) vr -1) +n (n = I) vr 2) — 0. 


C’est une équation linéaire d’EULER, posons vr —2) = (x + Cy: l'équation carac- 


téristique est 





5? — (2n 4- x)r * n (n — 1) — o. 


Pour que », soit uniforme, il est nécessaire que les racines de cette équation 
soient entières, c'est-à-dire que 8n +1 soit carré parfait: sinon, v, a un point 
critique transcendant qui permute une infinité de déterminations. 8m + rest carré 
parfait pour » — 6, mais non pour n —8. 

Pour n>6, léquation E, admet l'intégrale particulière u — (x + C)*, et on 


est conduit de méme à considérer l'équation 
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r(r— x)(r—2) —3mr (r —1) + 3n (n —1)r —mn (n— 1) (n —2) — o 
ou 
(r—n)[r?* — (2n + 3)r + (n— 1)(n—2)] — o. 


Les racines de cette équation sont entières, si 24” + r est carré parfait. Elles 
ne sont entières ni pour » — 8, ni pour n = 10. 

D'une façon générale, pour que l'équation Æ,(n 6) ait son intégrale géné- 
rale uniforme, il est nécessaire d'abord que 8n+1 et 24n + 1 soient carrés 
parfaits: il existe une infinité de nombres pairs » dépendant d'une équation de 
Perr, tels que les deux nombres 8n + 1 et 24n + 1 soient carrés parfaits; le plus 
petit est le nombre 210. Mais il est encore nécessaire que, dans l'étude des inté- 


n 
a 


grales voisines des intégrales u= (x + C)*, (x + C)*,...(r + C) , les équations 
en r formées comme précédemment aient toutes leurs racines entiéres: par exemple, 
pour l'équation Hs, il reste à considérer cent une équations, dont les degrés 
eroissent de 4 à 104. ll n'est pas vraisemblable qu'il existe des valeurs de n, 
pour lesquelles toutes ces conditions successives soient remplies. De plus la 
nature des points critiques mis en évidence est telle qu'il n'est pas facile de 
déduire de l'intégrale générale une fonction méromorphe, ou uniforme. 

Enfin la notion d'invariant usuel n'est pas précise, et l'on ne voit guére 


comment préciser le choix des invariants qui fournissent des équations (P). Posons 
S —wuwN —4uWu" 439, T —au'wY + au wu! — qw? u — u"? — al": 


les équations J, sont de la forme S? 4-« T? — o, « désignant un paramètre arbi- 
traire, et s'intégrent par quadratures. Parmi elles, seules les équations S — o, 
T — o et S?—27 T? — o, ou D,, ont leur intégrale générale uniforme. 
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Bromwicu, T. J. TA., An introduction to the theory of infinite series. — XIII 
+511 pp. 8. Sh. 15:—. 


Sequences and limits. Series of positive terms. Series in general. Absolute 
convergence. Double series. Infinite products. Series of variable terms. Power 
series. Trigonometrical investigations. Complex series and products. Non-convergent 
and asymptotic series. Arithmetic theory of irrational numbers and limits. Defini- 
tions of the logarithmic and exponential functions. Some theorems on infinite integrals 
and gamma-functions. 


Gipson, GEORGE A., & PrNKERTON, P., Elements of analytical geometry. — XXI 
475 pp. 118s sh. 7. 6).d: 


B. G. Teubner. 
Leipzig 1908—1911. 


Abhandlungen über die Reform des mathematischen Unterrichts in Ungarn. Im 
Auftrage der mathematischen Reformkommission des Landesvereins der Mit- 
telschulprofessoren nach dem ungarischen Original unter Mitwirkung der 
Herren M. Baroc und J. Rapos deutsch hrsg. von E. BEKE und 8. MIKOLA. 
VI+160 pp. 8. geh. M. 4:—. 


Berichte und Mitteilungen, veranlasst durch die internationale mathematische Un- 
terrichtskommission. V. Die Versammlung in Brüssel. Nach dem von H. 
FEHR verfassten dritten Rundschreiben des Hauptausschusses bearbeiteter 
und bis Oktober 1910 ergänzter Bericht von W. LIETZMANN. 74 pp. 8. geh. 
M. 0:60. 


Brancut, L., Vorlesungen über Differentialgeometrie. Autor. deutsche Uberset- 
zung von Max Lukat. 2:e, vermehrte u. verbesserte Aufl. — XVIII+721 

pp. 8. geh. M. 22:60; geb. M. 24:60. 
Kurven doppelter Krümmung. Binäre quadrat. Differentialformen. Krummlinige 
Koordinaten auf den Flächen. Konforme Abbildung. Die Fundamentalgleichungen der 
Flàchentheorie. Die sphärische Abbildung nach Gauss.  Ebenenkoordinaten. Geodä- 
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tische Krümmung. Geodät. Linien. Aufeinander abwickelbare Flächen.  Verbiegung 
der Linienflächen. Evolutenfläche u. Weingartenscher Satz. Strahlensysteme (Kongruen- 
zen). Unendlich kleine Verbiegungen der Flächen u. Entsprechen durch Orthogona- 
lität der Elemente.  W-Strahlensysteme. Die normalen Kreissyst. Die Minimalflächen. 
Das Plateausche Problem u. die Schwarzsche Minimalfläche. Pseudosphär. Geom. Die 
pseudopshär. Flächen u. die Bäcklundsche Transformation. Transformationen der Flächen 
konstanter positiver Krümmung u. ihre Beziehungen zu den Biegungsflächen der Rota- 
tionsflächen zweiten Grades. Transformationen 2; der auf das. hyperbol. Paraboloid 
abwiekelbaren Flächen. Transform. Bj; der auf das einschalige Hyberboloid abwickelb. 
Flächen. ‘Transform. Bj der auf andere Flächen 2. Grades abwickelb. Flächen. Allgem. 
Sätze üb. dreifache orthogonale Flächensysteme. Untersuchung einiger spezieller drei- 
facher Orthogonalsysteme. Die aus Flächen konstanter Krümmung bestehenden Lamé- 
schen Flächenfamilien. 


Byx, A. Einführung in die kinetische Theorie der Gase. Bd. 1: Die idealen 
Gase. (Mathem.-physik. Schriften für Ingenieure... hrsg. von E. Jahnke. 
Bd. 10:1.) — IV+102 pp. 8. geh. M. 2:80; geb. M. 3:20. 


Statik der Gase. Dynamik der Gase. 


ÜÖHRISTOFFEL, E. B., Gesammelte mathematische Abhandlungen. Unter Mitwir- 
kung von A. Krazer und G. Faber hrsg. von L. Maurer. Bd. 1—2. — 
XV+382, 343 pp. 8. Bd. 1 geh. M. 18:—; Bd. 27geh MAG 


Bd 1 mit einer Biographie E. B. Christoffels von C. F. Geiser und seinem Bild 
in Liehtdruck. 


CregscH, A., Vorlesungen über Geometrie. Bearb. und hrsg. von D:r Ferdi- 
nand Lindemann. 2:te, vermehrte Aufl. Bd. 1, T. 1 Lfg. 2. 288 pp. 8. 
M. 9:—. 


Einleitung in die Theorie der algebraischen Formen (Fortsetzung). 


CRAMER, H., Der mathematische Unterricht an den höheren Schulen nach Orga- 
nisation, Lehrstoff und Lehrverfahren und die Ausbildung der Lehramts- 
kandidaten im Grossherzogtum Baden. (Abhandlungen üb. d. mathem. Un- 
terricht in Deutschland... hrsg. von F. Klein. Bd 2, H. 4.) — 48 pp. 8. 
geh. M. 1:60. 


Cranz, C., Lehrbuch der Ballistik. Bd. 1, 4. — XIV+464 pp. 8. geb. M. 20:—; 
IV--81 pp. & 9 Taf. in-fol. kart. M. 14:—. 


1. Äussere Ballistik oder Theorie der Bewegung des Geschosses von der Mündung 
der Waffe ab bis zum Eindringen in das Ziel. 
4. Atlas für Tabellen, Diagramme und photographische Momentaufnahmen. 


Czuger, E., Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehleraus- 
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gleichung, Statistik und Lebensversicherung. 2:e, sorgfältig durchgesehene 
u. erweiterte Aufl. Bd. 2. — X+470 pp. 8. geb. M. 14:—. 


Mathematische Statistik. Die menschlichen Massenerscheinungen. Sterblichkeits- 
messung. Invalidität und Sterblichkeit. — Mathematische Grundlagen der Lebensver- 
sicherung.  Versicherungswerte. Prämien. Prämienreserve. Das Risiko in der Lebens- 
versicherung. Tafeln. 


Darwiak, F. v., Vorlesungen über darstellende Geometrie. Bd. 1: Die Methoden 
der Parallelprojektion. — XVI+363 pp. 12 Tafeln. 8. geb. M. 13:—. 


Monge'sche Methode mit Grund- und Aufriss. Schiefe Parallelperspektive und Axono- 
metrie. — Anhang. 


DANTSCHER, VIKTOR VON, Vorlesungen über die Weierstrass'sche Teorie der irratio- 
nalen Zahlen. — VI+79 pp. 8. geh. M. 2:80; geb. M. 3:40. 


Additive Aggregate aus unendlich vielen positiven rationalen Zahlen. Eigenschaf- 
ten der konverg. additiv. Aggregate aus unendl. vielen positiven rationalen Zahlen. 
Rechnungsoperationen mit konverg. additiv. Aggregaten aus unendl. vielen positiv. ratio- 
nal. Zahlen. Die additiv. Aggregate aus unendl. vielen, teils posit., teils negat. ration. 
Zahlen. Additive Aggregate aus unendl. vielen komplexen Zahlen der Form a+ bt. Die 
multiplikat. Aggregate aus unendl. vielen Zahlen. 


FÄRBER, Carr, Arithmetik. (Grundlehren der Mathematik für Studierende und 
Lehrer. Teil 1. Bd. 1.) — XV+410 pp. Mit 9 Fig. 8. geb. M. 9:—. 


Die natürlichen Zahlen. Die gebrochenen Zahlen, insbesondere die gemeinen Brü- 
che. Die systematischen Brüche. Die relativen Zahlen. Rechenoperationen im Berei- 
che der rationalen Zahlen. Die irrationalen Zahlen. Die komplexen Zahlen. 


Festschrift zur Feier des 100 Geburstages EDUARD KuUMMERS mit Briefen an seine 
Mutter und an Leopold Kronecker. Hrsg. vom Vorstande der Berliner 
mathematischen Gesellschaft. Mit einem Bildnis E. Kummers. (Abhandlun- 
gen zur Geschichte d. math. Wissenschaften... H. 29.) — 103 pp. S geh. 
M. 4:—. 


K. Hensel, Gedächtnisrede auf Ernst Eduard Kummer. — Briefe E. E. Kum- 
mers an seine Mutter und an Leopold Kronecker. 


FRICKE, ROBERT, und KLEIN, Ferıx, Vorlesungen über die Theorie der automor- 
phen Funktionen. Bd. 2: Die funktionentheoretischen Ausführungen und 
die Anwendungen. Lfg. 2: Kontinuitätsbetrachtungen im Gebiete der Haupt- 
kreisgruppen. Mit 66 Fig. 155 pp. 8. M. 7:—. 


HoHENNER, H., Geodäsie. Eine Einleitung zu geodätischen Messungen für An- 
fänger mit Grundzügen der Hydrometrie und der direkten (astronomischen) 
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Zeit- und Ortbestimmung. (Naturwissenschaft und Technik in Lehre und 
Forschung, hrsg. v. Doflein und Fischer.) Mit 216 Fig. — XI+347 pp. 8. 
— geb. M. 12:—. 


KALAHNE, A., Grundzüge der mathematisch-physikalischen Akustik. 1. (Ma- 
them.-physik. Schriften für Ingenieure... hrsg. von E. Jahnke. Bd. 
11: 1). — VII+130 pp. 8. geh. M. 3:20; geb. M. 3:60. 


Schwingungen und Wellen im allgemeinen. Fourier’sche Reihen und harmonische 
Analyse. Musikalische Gliederung des Tonbereichs. System mit einem Freiheitsgrad. 
Ungedämpfte Eigenschwingungen eines Massenpunktes. Gedämpfte Eigenschwingungen 
eines Massenpunktes. Mitschwingen und Resonanz ohne Rückwirkung.  Erzwungene 
Schwingungen eines Massenpunktes. Systeme mit mehreren Freiheitsgraden und 
gekoppelte Schwingungen. 


Kuen, Cur. F., & SoMMERFELD, A., Über die Theorie des Kreisels. H. 4: Die 
technischen Anwendungen der Kreiseltheorie. Für den Druck bearb. und 
ergänzt von Fritz Noether. — 205 pp. 8. geh. M. 8:—; geb. M. 9:—. 

Die wichtieste Formel der Kreiseltheorie. Allgemeines üb. die Stabilierung durch 
Kreiselwirkungen.  Kreiselwirkungen im Eisenbahnbetriebe. Der Geradlaufapparat der 
Torpedos. | Whitehead- und Howell-Torpedo. Der Schlicksche Schiffskreisel. Allge- 
meines und Theorie. Spezielle Diskussion der Wirkung des Schiffskreisels. Resultate 
und praktische Erfahrungen am Schiffskreisel. Der Kreiselkompass. Stabilität des 
Fahrrads. Über vermeintliche und wirkliche Kreiselwirkungen bei der Laval-Turbine. 
Vermischte Anwendungen. 


Korn, A., Über freie und erzwungene Schwingungen. Eine Einführung in die 
Theorie der linearen Integralgleichungen. — IV +136 pp. 8. 


Die lin. Integralel. mit stetigem, symmetrischem Kern. Die lin. Integralgl. mit 
symmetr. Kernen, welehe gewisse Unstetigkeiten aufweisen. Die Fredholm'sche Lósung 
d. lin. Integralgl. mit beliebigem, stetigem Kern.  Verallgemeinerungen der Lösungen 
für Kerne, welehe gewisse Unstetigkeiten aufweisen, für mehrdimensionale Probleme und 
für Systeme von linearen Integralgl. 


Lazzert, G., und Bassant, A., Elemente der Geometrie (Unter Verschmelzung 
von ebener und räumlicher Geometrie). Mit Genehm. der Verf. aus dem 
Italien. übersestzt von P. Treutlein. Mit 336 Fig. — XIV+491 pp. 8. 
geb. M. 14:—. 


Lorra, G., Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven. Theorie und 
Geschichte. Autor., nach dem Italienischen Manuskript bearb. deutsche 
Ausg. von Fritz Schütte. Aufl. 2, Bd. 2: Die transzendenten und die 
abgeleiteten Kurven. (B. G. Teubners Sammlung von Lehrbüchern d. math. 
Wiss. Bd 5:2.) — VIII--384 pp. 8. geh. M. 12:50. 


Transzendente Kurven. Abgeleitete Kurven. 
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MARCOLONGO, ROBERT, Theoretische Mechanik. Autor. deutsche Bearb. v. H. E. 
Timerding. L:er Bd: Kinematik und Statik. Mit 110 Fig. — VIII+346 
pp. 8. geh. M. 10:—; geb. M. 11:—. 


T. 1. (Kinematik): Vektorgeometrie. Vektoranalysis. Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung.  Endliche Verrückungen eines starren Systems. Die momentane Bewe- 
gung eines starren Systems. Kontinuierliche Bewegung eines ebenen starren Systems. 
Kontinuierliche Bewegung eines räumlichen starren Systems. 

T. 2. (Statik; Zusammensetzung der Kräfte. Das Prinzip der virtuellen Ver- 
schiebungen. Gleichgewicht der Seilkurven. Hydrostatik. 


Mrxamr, Yosuro, Mathematical papers from the far east. (Abhandlungen zur 
Geschichte der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer An- 
weudungen.  Begr. v. Moritz Cantor. H. 28.) Mit 15 Fig. — VI+229 
pp.a&s-geh."M. 10: ; geb. M. 11:—- 


Mtvkowsk1, H., Zwei Abhandlungen über die Grundgleichungen der Elektrody- 
namik. Mit einem Einführungswort von Otto Blumenthal. (Fortschritte 
d- mathem. Wissenschaften in Monographien... H. 1.) — 82 pp. 8. geh. 
M. 2:40. 


Die Grundgleichungen für die elektromagnetischen Vorgänge in bewegten Körpern. 
Von H. Minkowski. — Eine Ableitung der Grundgleichungen für die elektromagnetischen 
Vorgänge in bewegten Körpern vom Standpunkte der Elektronentheorie. Aus dem Nach- 
lass von H. Minkowski bearb. von Max Born. 


— —, Gesammelte Abhandlungen. Unter Mitwirkung von Andreas Speiser und 
Hermann Weyl hrsg. von David Hilbert. l:ter Bd. Mit einem Bildnis 
Hermann Minkowskis und 6 Fig. — IV+371 pp. 8. M. 14:—; 2:ter Bd. 
Mit einem Bildnis Hermann Minkowskis, 34 Fig. und einer Doppeltafel. — 
IV--465 pp. 8. M. 16:—. 


1: Gedächtnisrede auf H. Minkowski von D. Hilbert. Zur Theorie der quadra- 
tischen Formen. Zur Geometrie der Zahlen. 

9: Zur Geometrie der Zahlen (Forts.). Zur Geometrie. Zur Physik. Rede auf 
Dirichlet. 


PERRY, J., Die Dampfmaschine (einschliesslich der Dampfturbine) und Gas- und 
Ölmaschinen. Autorisierte, erweit. deutsche Bearb. von H. Meuth. — XII 
+708 pp. 8. geb. M. 22:—. 


Die gebräuchlichsten Formen und Einzelheiten der Dampfmaschine. Der Wert 
der Expansion. Der Indikator. Eine Reihe von Übungsaufgaben. Die hin- u. 
hergehende Bewegung des Getriebes. Wirkungsweise der Steuerung. Form u. Wir- 
kungsweise verschiedener Steuerungsorgane u. die Vorrichtungen zır Veränderung der 
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Dampfverteilung. Regulierung. Kondensation u. Kesselspeisung. Dampfkessel. Festig- 
keit des Kessels. Dampfkesselfeuerungen. Eine Anzahl Rechenbeispiele... Aufge- 
wendete u. nutzbare Energie. Das hypothetische Diagramm. Entwicklung der hypo- 
thetischen Diagramme für Verbundmaschinen. Temperatur u. Wärme. — Thermody- 
namik der Gase. Eigenschaften des Wasserdampfes. Kreisprozesse u. ihre Darstellung 
im Warmediagramm. Die Zylinderkondensation. Der überhitzte Dampf. Brennmaterial 
u. Verbrennung. Der Wirkungsgrad eines Kessels. Die Trägheitskräfte des Kurbel- 
Getriebes und ihre Ausgleichung. Kurze Theorie der Kulissen- u. Lenkersteuerungen. 
Kinetische Gastheorie. Wie pflanzen sich in einer Flüssigkeit Wärme u. Bewegung 
fort? Strömung von Flüssigkeiten. Die Dampfturbine. Gas- u. Ölmaschinen. 


PRINGSHEIM, E., Vorlesungen über die Physik der Sonne. Mit 235 Abb. — VIII 
+435 pp. 7 Tafeln. 8. geh. M. 16—; geb. M. 18:—. 


Massbestimmungen. Die Photosphäre und ihre Erscheinungen.  Sonnenrotation 
und Periodizität der Sonnentitigkeit. Das Spektrum der Sonne und ihre chemische 
Zusammensetzung. Die totalen Sonnenfinsternisse und ihre Bedeutung für unsere Kent- 
niss der Sonne. Die Chromosphire und die Protuberanzen. Besondere Erscheinungen 
im Spektrum der Chromosphäre, Protuberanzen und Sonnenflecken.  Sonnentheorien. 
Sonnentheorien (Fortsetz.). Korona und Sonnenatmosphäre. Flocken, Wirbel und Zee- 
maneffekt. Strahlung und Temperatur der Sonne. 


SCHNELL, H., Der mathematische Unterricht an den höheren Schulen nach Or- 
ganisation, Lehrstoff und Lehrverfahren und die Ausbildung der Lehramts- 
kandidaten im Grossherzogtum Hessen. (Abhandlungen üb. d. mathem. 
Unterricht in Deutschland... hrsg. von F. Klein. Bd 2, H. 5.) — VI+51 
pp. 8. geh. M. 1:60. 


STURM, RUDOLF, Maxima und Minima in der elementaren Geometrie. Mit 32 Fig. 
— V+138 pp. 8. geh. M. 4:—; geb. M. 4:40. 


B. G. Teubners Allgemeiner Katalog. 1811—1911. — XII, 352--184 pp. 8. 


B. G. Teubner 1811—1911. Geschichte der Firma in deren Auftrag hrsg. von 
FRIEDRICH SCHULZE. — 520 pp. 8. 


Wanacu, B., Tafel der Werte a 
a+b 


Berechnung der Gewichte von Summen, Differenzen, Mittelwerten usw. (Ver- 
öffentlichung des Königl. Preuss. Geodätischen Institutes. Neue Folge N:o 
46.) 8. M. L:20—. 


für alle zweistelligen Werte von a und b zur 


Weser, H., und WzrrsrEIN, J., Encyklopädie der Elementar-Mathematik. . Ein 
Handbuch für Lehrer und Studierende. Bd IIl: Angewandte Elementar- 
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Mathematik. I: Mathematische Physik von Ruporr H. WEBER. 2:e Auflage. 
Mit 254 Fig. XII+536 pp. 8. geb. M. 12:—. 


Mechanik. Elektrische und magnetische Kraftlinien. Maxima und Minima. Optik. 


Wirtine, A., Der mathematische Unterricht an den Gymnasien und Realanstal- 
ten nach Organisation, Lehrstoff und Lehrverfahren und die Ausbildung der 
Lehramtskandidaten im Königreich Sachsen. (Abhandlungen üb. d. mathem. 
Unterricht in Deutschland... hrsg. von F. Klein. Bd. 2, H. 2.) — X+78 
pp. 8. geh. M. 2:20. 


V. Thaning & Appel. 


Kobenhavn 1910. 


NoRLUND, N. E. Bidrag til de linezre Differensligningers Theorie. Afhandling 
for den filosofiske Doktorgrad. — XI--71 pp. 4. 


Vieweg & Sohn. 


Braunschweig 1910— 11. 


GÜNTHER, S., Vergleichende Mond- und Erdkunde. (Die Wissenschaft. Sammlung 
naturwissenschaftl. u. mathem. Monographien. H. 37. — XI+193 pp. 8. 
geh. M. 5:—; geb. M. 5:80. 


Die Pluralitätshypothesen im allgemeinen. Die Berechtigung einer vergleichenden 
Oberflachenkunde von Erde und Mond. Vergleiche zwischen beiden Weltkórpern in vor- 
teleskopischer Zeit. Galilei und Kepler. Die Ausbildung der Selenographie im 17. 
und 18. Jahrhundert. Die lunare Plüraritätshypothese. Die teleskopische Mondbeob- 
achtung im 19. und beginnenden 20. Jahrhundert. Die Mondphotographie und die phy- 
sikalische Mondforschung überhaupt. Die Mondoberfläche auf Grund der Gegenwarter- 
kenntnis betrachtet. Der lunare Vulkanismus. Tektonische Dislokationen auf dem Monde. 
Die Streitfrage nach den rezenten Veränderungen auf dem Monde. Mondoberfläche und 
Meteorkórper. Zusammenfassender Rückblick. 


Kneser, A., Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathema- 
tischen Physik. Vorlesungen an der Universität zu Breslau gehalten. — 
VIII+243 pp. 8. geh. M. 6:—; geb. M. 7:—. 


Integralgl. und lineare Warmeleitung. Integralgl. und Schwingungen linearer Mas- 
sensysteme.  Integralgl. und die Sturm-Liouvillesche Theorie. Wärmeleitung und Schwin- 
gungen in Gebieten von zwei und drei Dimensionen. Existenztheoreme und das Dirich- 
letsche Problem. Die Fredholmschen Reihen. 


SCHEEL, KARL, Grundlagen der praktischen Metronomie. 39 Abb. — XII+ 168 
pp. 8. — (Die Wissenschaft, Heft 36). geh. M. 5:20; geb. M. 6:—. 


Einleitung. Längenmessungen. Einfluss d. Temperatur b. d. Làngenmessungen. 
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Wärmeausdehnung. Massenmessungen. Einfluss äusserer Verhältnisse auf d. Wägungen. 
Ihre Berücksichtigung. .Raummessungen. Sicherungen des metr. Mass-systems. 


WEBER, H., Die partiellen Differential-Gleichungen der mathematischen Physik. 
Nach RrEMANN's Vorlesungen in fünfter Aufl. bearb. Bd. 1. — XVIII +527 
pp. 8. geh. M. 12:—; geb. M. 13:60. 


Analytische Hilfsmittel. Geometrische und mechanische Grundsätze. Elektrizität 
und Magnetismus. 


John Wiley & Sons. 
New York 1911. 


Corrin, J. G., Vector analysis. An introduction to vector-methods and their 
various applications to physics und mathematics. — XVIII+248 pp. 8. 
$ 2:50. 


Elementary operations of vector analysis. Scalar and vector products of two 
vectors. Vector and scalar products of three vectors. Differentiation of vectors. The 
differential operators. Applications to electrical theory. Applications to dynamics, 
mechanics and hydrodynamics. Notation and formule. 


Yale University Press. 
New Haven 1910. 


The New Haven mathematical colloquium. Lectures delivered before members 
of the American Mathematical Society in connection with the summer meet- 
ing, held September 5th to 8th, 1906, under the auspices of Yale Uni- 
versity by E. H. Moore, E. J. Winczvwskr, Max Mason. — X +222 pp. 8. 


Moore, E. H., Introduction to a form of general analysis. — Wilczynsky, E. J., 
Projective differential geometry. — Mason, M., Selected topics in the theory of bound- 


ary value. Problems of differential equations. 
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